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Kapitel 1

Motivation

1.1 Am Anfang war das Licht ...

Blickt man in einer klaren, mondlosen Nacht, fernab der Zivilisation, hinauf zum Himmel, so funkeln
einem scheinbar Myriaden kleiner Lichtpunkte entgegen. Dieser Anblick fasziniert den Menschen seit
vielen Jahrtausenden, weshalb es nicht verwundert, dal die Astronomie die dlteste Wissenschaft ist.
Bis in die heutige Zeit hat sich nichts daran gedndert, dal das Licht der Sterne die wichtigste und,
abgesehen von Neutrinos und der geplanten Beobachtung von Gravitationswellen, einzige Quelle ist,
um unser Verstidndnis des Universums zu vergrofern.

Aus dem Sternenlicht beziehungsweise seinem Spektrum lassen sich nicht nur die chemische Zu-
sammensetzung, sondern z.B. auch Masse, Grofle und Alter der Sterne und Galaxien bestimmen,
um so unsere Vorstellungen von der Entwicklung des Universums zu iiberpriifen. Hierzu wird ein
Stern beziehungsweise eine Sternatmosphire unter Annahme einer bestimmten Effektivtemperatur
Tefr, Oberflichenschwerebeschleunigung g und chemischen Zusammensetzung im Computer model-
liert und das daraus gewonnene synthetische Spektrum mit einem beobachteten verglichen. Durch
Variation der Eingabeparameter versucht man nun, das beobachtete Spektrum moglichst perfekt nach-
zubilden und so die physikalischen Groflen der Photosphire des Sterns zu bestimmen.

Inzwischen haben Atmosphidrenmodelle ein hohes Maf} an Realitdtsndhe. Allerdings beschrinkt
man sich hiufig auf kompakte Atmosphiren, deren Dicke klein gegeniiber dem Sternradius ist, so daf3
man die Schichtung planparallel ndhern und die Schwerebeschleunigung in ihr als konstant annehmen
kann. Bei Sternen mit ausgedehnten Atmosphéren ist diese Ndherung jedoch nicht ausreichend.

1.2 Ziel der Diplomarbeit

In dieser Arbeit gehe ich der Frage nach, inwiefern Sphirizititseffekte aufgrund der Kriimmung der
Atmosphire eine Rolle bei der Berechnung von Atmosphdrenmodellen spielen. Dazu ist es zunéchst
erforderlich, den bestehenden Programmcode, der auf planparalleler Geometrie beruht, auf sphiri-
sche Atmosphédrengeometrie zu erweitern. Hierzu sind im wesentlichen Eingriffe in die Gleichungen
fiir das radiative und hydrostatische Gleichgewicht sowie in die Strahlungstransportgleichung notig,
wobei der Umformulierung des Strahlungstransportes das Hauptgewicht zufllt. Mit dem neuen Pro-
grammcode wird dann ein Modellgitter entlang des Entwicklungsweges eines Zentralstern eines Pla-
netarischen Nebels (CSPN) sowohl in planparalleler Ndherung als auch in sphirischer Geometrie
berechnet, um herauszufinden, wie grof3 der systematische Fehler bei einer Bestimmung von Zg und
g mit planparallelen Modellen ist. Desweiteren werden Modelle fiir konkrete Einzelobjekte in beiden
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Geometrien berechnet, in der Hoffnung, bisher ungeklarte Abweichungen der Modellspektren von
den Beobachtungen als Sphirizitéitseffekte erklaren zu konnen. Im Vordergrund steht hierbei das nach
wie vor nicht vollstdndig geloste Balmerlinien-Problem.

Beim Vergleich synthetischer mit beobachteten Spektren spielen die Balmerlinien des Wasser-
stoffs ein wichtige Rolle. Es hat sich gezeigt (Napiwotzki & Rauch, 1994), da es bei heiBen DAC
Sternen mit Effektivtemperaturen iiber 70 000 K nicht gelingt, einen konsistenten Fit der Wasserstoff-
Balmerlinien zu erreichen. Die Effektivtemperaturen, die sich aus den einzelnen Linien ergeben, un-
terscheiden sich drastisch um bis zu einem Faktor 2. Werner (1996) gelang es zwar zu zeigen, daf}
bei nicht zu heiBen sdO-Sternen’ Kiihlung durch CNO-Elemente den Effekt erkliren kann, bei sehr
heiflen Sternen wie z.B. dem Zentralstern des Planetarischen Nebels NGC 7293 reicht die Kiihlung
durch die CNO-Elemente jedoch nicht aus. Ein Ziel dieser Arbeit ist deshalb die Untersuchung, ob
Sphirizititseffekte in Kombination mit der Kiithlung durch CNO-Elemente das Balmerlinien-Problem
befriedigend 16sen kdnnen.

I'Spektralklassifikation, wasserstoffreicher weifer Zwerg mit Spuren von Helium
2Spektralklassifikation, heier Unterzwerg vom Spektraltyp O



Kapitel 2

Was bisher geschah ...

In den letzten Jahren wurden auf dem Gebiet der Modellierung von Sternatmosphéren erhebliche Fort-
schritte erzielt. In diesem Abschnitt sollen kurz die wichtigsten Ergebnisse der Arbeiten verschiedener
Arbeitsgruppen auf diesem Gebiet dargestellt werden.

2.1 Vom LTE zum NLTE

Sterne sind keine unverdnderlichen Objekte. Sie strahlen Energie ab und befinden sich deshalb nicht
im thermodynamischen Gleichgewicht (TE). Man kann jedoch das Konzept des lokalen thermodyna-
mischen Gleichgewichts (LTE) einfithren, indem man die Annahme macht, daf die atomaren Beset-
zungszahlen 7;, und damit der Absorptionskoeffizient k¥ und der Emissionskoeffizient 1, gleich ihren
Werten des thermodynamischen Gleichgewichts entsprechend der lokalen Temperatur sind. Lediglich
das Strahlungsfeld darf von seinem TE-Wert abweichen. Diese Idee wurde bereits in den vierziger
und fiinfziger Jahren unter anderem von Unsold (1955) angewandt. Durch das LTE ergeben sich nu-
merische Vereinfachungen, allerdings kann es auch zu falschen Ergebnissen fithren. Bei heiBlen Ster-
nen verliert das Konzept des LTE seine Giiltigkeit, ihre Atmosphéren befinden sich im sogenannten
Non-LTE (NLTE). Die hohen Temperaturen und geringen Dichten heiler Sterne fiihren zu kleinen
StoBraten c;; zwischen den atomaren Niveaus i und j, da ¢; ~ % gilt, und hohen radiativen Raten
R;j,da R;; ~ T“ mit a. > 1 gilt. Dies fiihrt zu Abweichungen vom LTE. Die folgenden Ausfiihrungen
beziehen sich auf NLTE-Modellrechnungen.

2.2 Pionierarbeit

Zur Berechnung eines Sternatmosphidrenmodells ist es notwendig, die Gleichungen fiir Strahlungs-
transport, radiatives und hydrostatisches Gleichgewicht sowie fiir die Besetzungszahlen konsistent zu
16sen. Pionierarbeit haben hierbei Auer & Mihalas (1969) geleistet, deren Methode der vollstindi-
gen Linearisierung (CL) den Durchbruch bei der Berechnung von NLTE-Atmosphéren brachte. Sie
erwies sich als numerisch sehr stabil, hatte allerdings den Nachteil, da3 mit ihr nur einfache Modelle,
bestehend aus Wasserstoff und Helium, berechnet werden konnten, da die Anzahl der Gleichungen
aufgrund zunehmender numerischer Ungenauigkeiten auf den damaligen 32bit-Rechnern bei der In-
version des Gleichungssystems auf wenige hundert pro Tiefenpunkt beschriankt war. Es mufiten Wege
gefunden werden, die Zahl der zu linearisierenden Gleichungen zu reduzieren, um mehr Elemente
beriicksichtigen zu konnen.
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2.3 Numerische Fortschritte

Anderson macht 1985 den Ansatz, die Transportgleichung nicht fiir jede Frequenz zu linearisieren,
sondern zuerst mehrere Frequenzpunkte zu Blocken zuammenzufassen. Einen anderen Weg gingen
Werner & Husfeld (1985) mit dem sogenannten ALI'-Verfahren. Die Transportgleichung wurde hier-
bei aus dem Linearisierungsschema herausgenommen, indem eine implizite Naherungslosung fiir das
Strahlungsfeld angesetzt wurde. Durch Iteration erfolgte dann die exakte Losung. Dadurch war zum
einen die Zahl der Frequenzpunkte nicht mehr kritisch, zum anderen konnte wegen der fehlenden
expliziten Tiefenkopplung getrennt fiir jede Tiefe nach der Newton-Raphson-Methodé iteriert wer-
den. Hubeny & Lanz (1995) kombinierten das ALI-Verfahren mit der Methode der vollstindigen
Linearisierung, indem sie die Transportgleichung beziiglich ausgew#hlter Frequenzpunkte, bevorzugt
solcher von Resonanzlinien, linearisierten, den Hauptteil aber nach dem ALI-Verfahren losten. Eine
sehr schone Darstellung verschiedener ALI-Varianten findet sich zum Beispiel bei Hubeny (1991).

2.4 Eisengruppenelemente

Der nichste grofle Meilenstein war die Einbeziehung der Eisengruppenelemente in die Berechnung
der Atmosphédrenmodelle. Trotz ihrer im Vergleich zu Helium geringen Héufigkeit haben die Elemente
der Eisengruppe aufgrund ihrer unzédhligen Linieniibergénge einen deutlichen Anteil an der Opazitit
heiBer Sterne, da das Gros der Linien oft in dem Bereich des Spektrums liegt, in dem bei sehr heiflen
Sternen und weiBlen Zwergen Wasserstoff und Helium keinen Beitrag mehr zur Opazitit leisten (EU V-
und Rontgenbereich). Anderson gelangen mit seinem oben erwihnten Ansatz erste Modelle, Dreizler
& Werner (1993) haben diesen Ansatz auf das ALI-Verfahren iibertragen.

2.5 Sphirisch-symmetrische Modelle

Schon 1974 untersuchten Hummer & Mihalas (1974) Sphirizititseffekte bei NLTE-Atmosphidrenmo-
dellen, allerdings mit ganz einfachen Atommodellen. Doch schon ihre sphirischen NLTE-Modelle
leuchtkraftiger O-Sterne zeigten spektrale Eigenheiten, die mit Beobachtungen weit besser iiberein-
stimmten als diejenigen von planparallelen NLTE-Modellen.

Gruschinske & Kudritzki (1979) untersuchten sphérisch ausgedehnte NLTE-Modellatmosphéiren
unterleuchtkréftiger O-Sterne mit geringer Oberflichenschwerebeschleunigung. Sie kamen zu dem
Ergebnis, dal die Sphirizititseffekte klein seien im Vergleich zur damaligen Beobachtungsgenauig-
keit und deshalb die Berechnung planparallelen Modellatmosphéren ausreichen wiirde. Inzwischen
wurde allerdings die Beobachtungsgenauigkeit erheblich verbessert und durch die Satellitenprojekte
ORFEUS, HUT, FUSE, EUVE, Chandra und XMM sind auch die Spektralbereiche des fernen und ex-
tremen Ultraviolett sowie der Rontgenbereich zuginglich. Dies macht es erforderlich, die Genauigkeit
der Modelle zu verbessern.

In den letzten Jahren hat sich Kubat der Sphirizititseffekte angenommen. Er untersuchte z.B.
planparallele und sphirisch-symmetrische NLTE-Modellatmosphéren heliumreicher Zentralsterne
Planetarischer Nebel (Kubat, 1997). Es zeigte sich erwartungsgemil3, dafl die Effekte bei Sternen mit
geringer Oberflichenschwerebeschleunigung, die also ausgedehnte Atmosphéren besitzen, deutlicher
sind als bei kompakten Sternen. So sind z.B. die Temperaturen und der Kontinuumsflu} kleiner bei

! Accelerated Lambda Iteration

2Verfahren zur numerischen Losung nichtlinearer Gleichungen, auch als Newton-Verfahren bekannt (z.B. Bronstein et al.
(1995))
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sphirischen als bei planparallelen Modellen und Absorptionslinien erscheinen tiefer.Ahnliches fand
er in seiner Arbeit iiber NLTE-Modellatmosphiren heiBler Weiler Zwerge (Kubat, 1995). Zu erwédhnen
ist auch noch seine Arbeit iiber die Anwendung der ALI-Methode fiir sphérisch-symmetrische Mo-
delle (Kubat, 1994, 1996). Kubat benutzte fiir seine Arbeiten Wasserstoff-Helium-Mischungen bezie-
hungsweise reine Wasserstoffatmosphéren. Die Wirkung von Kohlenstoff, Stickstoff und Sauerstoff

(CNO) oder gar Eisengruppenelementen in Kombination mit sphirischer Geometrie wurde bisher
noch nicht untersucht.
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Die Schichten des Sterns, aus denen die von uns beobachtete Strahlung stammt, werden als die
Atmosphire des Sterns bezeichnet. Hierbei kann gegebenenfalls noch eine Feinunterteilung vorge-
nommen werden in Photosphére, Chromosphire, Korona und Sternwind.

Um eine Sternatmosphire zu charakterisieren, sind nur einige wenige Parameter notig, ndmlich
die Effektivtemperatur’ T, die Oberflichenschwerebeschleunigung g, die chemische Zusammen-
setzung und im sphérischen Fall noch die Sternmasse M. Mit diesen Parametern werden nun die
Grundaufbaugleichungen der Sternatmosphiren, dies sind die Gleichungen fiir radiatives und hydro-
statisches Gleichgewicht, fiir die Besetzungszahlen und fiir den Strahlungstransport, gelost. Aus dem
so berechneten Atmosphiarenmodell 146t sich dann ein synthetisches Spektrum berechnen, das mit der
Beobachtung verglichen werden kann.

In den folgenden Kapiteln werden diese Grundgleichungen sowie deren Losung beschrieben. Den
Schwerpunkt bildet hierbei die Darstellung der Unterschiede zwischen planparalleler und sphérisch-
symmetrischer Geometrie. Eine detaillierte Behandlung der Theorie der Sternatmosphéren wiirde den
Rahmen dieser Arbeit sprengen, hierzu empfehlen sich die mehrere hundert Seiten umfassenden Stan-
dardwerke (z.B. Unsold (1955), Mihalas (1978)).

Am Ende dieses Abschnitts wird ein Uberblick iiber den implementierten Programmablauf gege-
ben.

3Die Effektivtemperatur eines Sterns ist definiert als diejenige Temperatur, die ein schwarzer Korper hat, der pro Flichen-
und Zeiteinheit denselben Energiebetrag abstrahlt wie der Stern.
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Kapitel 3

Das Strahlungsfeld

3.1 Die Momente des Strahlungsfeldes

Die Bestimmung des Strahlungsfeldes ist die grundlegende Problemstellung bei der Berechnung von
Sternatmosphédren. Das Strahlungsfeld 146t sich durch die spezifische Intensitit [ vollstindig be-
schreiben. Man denkt sich hierbei am Ort z ein Einheitsflichenelement dA, dessen Normale mit
derjenigen der Sternoberfliche den Winkel 0 bildet (0<0<m) (sieche Abbildung 3.1 und Abbildung
3.2).

Oberfliache
Beobachter I

1(6)dw

Oberfliche /

e
/ Beobachter
do ! ! dA do

N
“

Abbildung 3.1: Schematische Darstellung Abbildung 3.2: Schematische Darstellung
des Strahlungsfeldes in planparalleler Geometrie des Strahlungsfeldes in sphérischer Geometrie

Die spezifische Intensitit ist dann die Energie 0E, die wihrend des Zeitraumes dt im Frequenzin-
tervall v, v+dv durch das Flachenelement dA in den Raumwinkel dw transportiert wird.

B SE
 dAdvdwdt

Sphirische Geometrie fiihrt hierbei zu einer geometrischen ,,Verdiinnung™ des Energieflusses in
Richtung der @uBeren Schichten. Wie man in Abbildung 3.2 sieht, schneidet der Sehstrahl, entlang
welchem das Strahlungsfeld berechnet wird, die einzelnen Kugelschalen der Atmosphire nach au3en
hin in immer kleineren Winkeln 0. Einfach gesagt, wird dieselbe Energie auf immer grofere Flichen
verteilt, so daB letztendlich der FluB pro Flicheneinheit geringer wird. Da von stationdrerd Atmo-

L,(z,0,v)

IDie Zeitskalen des hydrostatischen und radiativen Gleichgewichts sind sehr klein gegeniiber der Entwicklungszeit des
Sterns und damit der Sternatmosphire. Im Moment einer Supernovaexplosion z.B. ist dagegen die Annahme der Stationaritit
nicht mehr erfiillt.

13
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sphiren ausgegangen wird, kann die Zeitabhéngigkeit im folgenden vernachlassigt werden.
Mittelt man nun J, iiber alle Raumwinkel 8, so erhélt man mit # = cos(0) das nullte Moment des
Strahlungsfeldes, die sogenannte mittlere Intensitét J,

Um den Strahlungsflu F,, den Netto-Energieflu durch die Einheitsfliche senkrecht zu z, zu be-
stimmen, berechnet man das erste Moment des Strahlungsfeldes. Dieses wird auch als Eddingtonflufl
H, bezeichnet:

1
Hy(z) = %/Iy(ﬂ,z)]/td]/t.
|

Dieser ist mit dem StrahlungsfluB F, und dem astrophysikalischen FluB F, verbunden iiber
F,=aF,=4nH,.

Das zweite Moment des Strahlungsfeldes, auch K-Integral genannt, wird zur Beschreibung des Strah-
lungsdruckes verwendet und berechnet sich zu

1
1

Ky(z) = 5/1v(]4»2)ﬂzdﬂ-

~1
Alle drei Momente des Strahlungsfeldes sind fiir die Losung des Strahlungstransportproblems auf3er-
ordentlich wichtig.
Die Sternparameter Leuchtkraft L, Radius R und Effektivtemperatur 7 sind mit dem Strahlungsflufl

verkniipft iiber die Beziehung
L=4nR*F =47R?>o T4,

die auch als Definitionsgleichung fiir die Effektivtemperatur aufgefa3t werden kann. o ist hierbei die
Stefan-Boltzmann-Konstante, definiert als o = 27 k*/(15¢? h?), wobei k die Boltzmann-Konstante,

¢ die Lichtgeschwindigkeit und h das Plancksche Wirkungsquantum sind. FF = [ F| dv ist der iiber v
0

integrierte Strahlungsfluf} F;.

2Gesamtenergieabgabe durch Strahlung pro Zeiteinheit
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3.2 Emission und Absorption

Der Transport der Strahlung durch das Plasma der Sternatmosphére wird durch die Absorptions- und
Emissionskoeffizienten des Sternmaterials bestimmt. Durchdringt ein Strahl der Intensitét [ im Fre-

dsS

Materie verursacht
e e

Absorption und Emission

ds

Abbildung 3.3: Einflul von Absorption und Emission auf die Intensitit

quenzbereich dv im Raumwinkel dw in einem Volumenelement der Linge ds mit dem Querschnitt
dS Material mit dem Absorptionskoeffizienten k(v), so wird der Strahl um den Energiebetrag OF
geschwicht:

OE =« (v)IydsdSdvdw.

Der Absorptionkoeffizient k(v) ist hierbei die Summe iiber alle atomaren Absorptionsquerschnitte
multipliziert mit der Teilchendichte der entsprechenden Absorber, den atomaren Besetzungszahlen.
Der Emissionskoeffizient wird analog definiert, fiihrt allerdings zu einer Verstarkung der Intensitit:

OF =mydsdSdvdo.

Die beiden Koeffizienten k(v) und 1, werden auch als Opazitit und Emissivitiat bezeichnet, der Quoti-
ent 1/x heift Quellfunktion S. Um die Opazititen und die Emissivititen konkret zu berechnen, miissen
die gebunden-gebunden Ubergiinge der Spektrallinien, die gebunden-frei Uberginge der Kontinua
und die frei-frei Uberginge der Bremsstrahlung beriicksichtigt werden. Bei heiBen Sternen kommt
auBlerdem noch die Streuung von Photonen an freien Elektronen dazu (Thomsonstreuung). Als Ef-
fekte der Linienverbreiterung treten hierbei Strahlungsddmpfung, Druckverbreiterung und Doppler-
verbreiterung aufgrund thermischer und turbulenter Bewegungen auf. Fiir diese Berechnungen ist es
notig, die atomaren Besetzungszahlen zu kennen. Im thermodynamischen Gleichgewicht ist das Strah-
lungsfeld gleich der Planckfunktion, und die Besetzungszahlen ergeben sich aus der Saha-Boltzmann-
Gleichung. Im LTE ist lediglich die Quellfunktion gleich der Planckfunktion. Auch hier lassen sich
die atomaren Besetzungszahlen, bei bekannter Elektronendichte und Temperatur, mit Hilfe der Saha-
Boltzmann-Gleichung bestimmen. Die Atmosphéren heifler Sterne befinden sich im NLTE, die Be-
setzungszahlen miissen dann durch Losung der Ratengleichungen bestimmt werden (siehe Kapitel
5).
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Kapitel 4

Der Strahlungstransport

Um das Strahlungsfeld zu bestimmen, muf} die Strahlungstransportgleichung geldst werden. Diese
beschreibt die Intensitdtsinderung durch Absorption und Emission eines Strahls entlang seines Wegs
durch die Sternatmosphére. Im folgenden werden planparallele und sphérische Geometrie getrennt
betrachtet, da sich die Gleichungen und Losungswege erheblich unterscheiden.

4.1 Transportgleichung in planparalleler Geometrie

duBerer Rand /

|
I
- |
o es gilt:
-
o : = u =cos(9)
g : b’% dt=- uds
° ! \
E |
S 0
oh |
y
Sterninneres

Abbildung 4.1: Strahlungstransport entlang des Weges ds in planparalleler Geometrie

Lauft ein Strahl entlang des Weges ds = —}%dt (Abb. 4.1) durch die Atmosphére, so wird seine
Intensitét einerseits infolge von Absorption geschwicht, andererseits aber durch Emission verstérkt.
Dies wird im zeitunabhingigen Fall durch die Strahlungstransportgleichung in folgender Form be-

schrieben:
L dly(v,p)

L K(V)Iy (V1)

17



18 4: Der Strahlungstransport

Mit der Quellfunktion S, = —X lautet die Strahlungstransportgleichng

K(v)

_dly(v,p)
dt

=Kk(V) (Sv(v) = L(v,n)).

Die Gleichungen fiir die Momente der Transportgleichung ergeben sich durch Winkelintegration
iiber p (bei isotroper Quellfunktion)

1 1 1
d [1 1 1
— |z /I =— |1 i
o 2/ V(u)pdu 2/ (n)dp 2Sv/ldl/‘

- —

beziehungsweise
1

1 1
d (1 1 1
L du) == [ Lo)udu —= d
o 2/v(ﬂ)ﬂzﬂ 2/v(ﬂ)ﬂﬂ 2Sv/ﬂﬂ
—1 —1 —1

und lauten dann fiir das nullte Moment

und fiir das erste Moment
dK,

dat =V
Hierbei wurde von der geometrischen Tiefe ¢ auf die frequenzabhéngige optische Tiefe T iibergegan-
gen, die definiert ist durch dt = x(v)dt.

4.2 Transportgleichung in sphirischer Geometrie

In sphirischer Geometrie ist die Beschreibung des Strahlwegs etwas komplizierter. Betrachtet man in
Abbildung 4.2 das rechtwinklige Dreieck ds, dr, —rd®, dann gilt: dr = dscos(0), also% =cos(0) =pu.

AuBerdem gilt sin(0 + d6) ~ sin(0) = 7‘;?9 ,s0 daf sich

dp dﬂ@_ 1 —?

ds dods  r

ergibt. Die linke Seite der Strahlungstransportgleichung schreibt sich in sphérischer Geometrie dem-
nach als

dly,  dlydr 0l dp
ds ~ ards  ouds
dl,  al, 1—p?al
ds ot rooou

Natiirlich kommt es auch in sphérischer Geometrie zu einer Intensititsinderung aufgrund von Absorp-
tion und Emission entlang des Weges ds. Die vollstindige Strahlungstransportgleichung in sphérischer
Geometrie lautet daher

oL, (r,u,v) 1 —p? oL, (r,u,v
P v(rp,v) | 1 =p ok(rp,v)
ar r ou

= K(v,r)(Sy(r,v) — L, (r,u,V)).
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0 0+do

r+dr dr >

-rdo

- do

(d6<0)

Abbildung 4.2: Strahlungstransport entlang des Weges ds in sphérischer Geometrie

Auch hier erhélt man durch Winkelintegration iiber y die Gleichungen der Momente des Strahlungs-
transports, so fiir das nullte Moment

0
g(”sz) =r*(Jy = Sy)
A%

und fiir das erste Moment 5
a_m(quw’zjv) = quzH\M
wobei g, der von Auer (1971) eingefiihrte Spharizitatsfaktor ist, definiert durch

F3f—1

T dr' +1n(r.?),

ln(r2qv) =

Te

fv= ';—VV die Eddingtonfaktoren sind und 7. der core-Radius (siche 4.4) des Sterns ist.
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4.3 Losung der Transportgleichung in planparalleler Geometrie

Die Quellfunktion S wird bis auf Streuterme als bekannt vorausgesetzt. Nun wird die Strahlungstrans-
portgleichung, die bisher als Differentialgleichung erster Ordnung vorliegt, in eine Differentialglei-
chung zweiter Ordnung umgeformt. Hierzu werden die Feautriervariablen # und v eingefiihrt, die wie
folgt definiert sind:

(@) = SR () = 5 (5415
vlw) = () ~ b)) = 5 (55~ 1)

Ij; ist hierbei die Intensitidt in positiver z-Richtung (Auswirtsstrahlung), [, die Intensitit in negativer
z-Richtung (Einwirtsstrahlung). Die Strahlungstransportgleichung lautet fiir Ein- und Auswiértsstrah-
lung

y. (dirvlv(iﬂ)) =Sy — L(*u).

Die Addition beider Transportgleichungen ergibt mit Hilfe der Feautriervariablen
]"%V\/y =S8y — Uvy,
die Subtraktion J
]"auw = —Vwu

Setzt man diese beiden Gleichungen ineinander ein, dann erhilt man die neue Transportgleichung in
Form einer Differentialgleichung zweiter Ordung

d2
2 = Uy, — S
H W”Vy = Uy 2

wobei Sy auch den Thomsonstreuterm enthalt:

¢ - Ny + 10, [ty dp
=
K(V)

Hierbei sind 7, die Elektronendichte und o, der Elektronenstreuquerschnitt.
Um die Differentialgleichung des Strahlungstransports 16sen zu konnen, werden Randbedingungen
bendtigt. Da keine Einstrahlung von auflen erfolgen soll, @(17 =0) =0, lautet die dufiere Randbedin-
gung

d

d—r\,uwt = Mv”(()).

M

Ty=0
Am inneren Rand (T = T,4,) wird die Einstrahlung mit Ij; vorgegeben, so daf} die innere Randbedin-
gung

= I\j;t — Uyy (tmax)

T=Tmax

—U
”d‘cv VK
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lautet. Die Idee hierbei ist, Energie gemil der Effektivtemperatur iiber den inneren Rand zu trans-
portieren. Neben der Diffusionsniherung (Mihalas, 1978) wird ausgenutzt, daf in groBen optischen
Tiefen S, = B, ist. I, lautet dann explizit

3u 9B, H

K(V) T fooo _1 9By dv '

I, = By + 1
k(v) oT

B, ist hierbei die Planckfunktion und H=0T¢*/4m der nominale EddingtonfluB.

Die Differentialgleichung wird als Differenzengleichung dargestellt und mit Hilfe des GauB3schen
Eliminationsverfahrens (in diesem Zusammenhang auch als Feautrier-Verfahren bezeichnet) gelost.
Durch Winkelintegration der nun bekannten Feautriervariablen u,, wird dann schlieBlich das Strah-

lungsfeld J, bestimmt:
1

Jy = /uwd],t.
0

4.4 Losung der Transportgleichung in spharischer Geometrie

In sphirischer Geometrie erfolgt die Losung des Srahlungstransports auf zwei unterschiedliche Ar-
ten, die miteinander kombiniert werden. Es gibt zum einen die Methode der,ray-by-ray solution®,
bei der fiir jeden Impaktparameter (siche Abbildung 4.3) der Strahlungstransport entlang des entspre-
chenden Strahls gelost wird. Bei der zweiten Methode wird die kombinierte Momentengleichung fiir
Jy geldst und damit das Strahlungsfeld bestimmt. Der Grund fiir dieses Vorgehen ist die Behandlung
der Thomsonstreuung. Beriicksichtigt man im planparallelen Fall die Thomsonstreuung, dann wer-
den die bei der Losung der Differenzengleichung entstehenden Matrixeintrige selbst zu Matrizen,
wobei ihr Rang gleich der Anzahl der Winkelpunkte ist. Im planparallenen Fall wird tiblicherweise
mit drei Winkelpunkten gerechnet, im sphirischen Fall dagegen mit bis zu hundert. Die konsistente
Beriicksichtigung der Thomsonstreuung im ray-by-ray-Verfahren hitte einen erheblichen Rechenauf-
wand zur Folge. Deshalb wird im sphérischen Fall die Thomsonstreuung in der ray-by-ray-Losung
zunéchst nur ndherungsweise beriicksichtigt. Im Falle der Momentengleichung dagegen bleiben die
Matrixeintrage trotz Einbeziehung der Thomsonstreuung bei der Losung der entsprechenden Diffe-
renzengleichung Skalare, da es sich bei der Momentengleichung um eine Differentialgleichung fiir
die winkelgemittelte Intensitét J, handelt. Beide Methoden werden abwechselnd angewandt, bis eine
hinreichende Konvergenz erreicht ist.

44.1 Ray-by-Ray-Losung

Es wird davon ausgegangen, daf die Quellfunktion S, bekannt ist, insbesondere auch die Thomson-
Emissivitat 7]5 = n,0.Jy. Hierzu wird zunéchst J, durch B, gendhert. Zu jedem Impaktparameter p;
gibt es, wie man in Abbildung 4.3 sieht, einen Strahl durch die Atmosphire. Fiir jeden Strahl wird
nun die Strahlungstransportgleichung als Differentialgleichung zweiter Ordnung geschrieben, indem
wieder die Feautrier-Variablen u und v eingefiihrt werden:

2
w”(zapi,\’) = u(z, pi,v) = S(r,v)

wobei r = y/(pi? + z%) und dt = dv(z, p;,v) = —x(r,v)dz sind.
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Da in sphirischer Geometrie allerdings keine explizite Winkelkopplung durch die Thomsonemis-
sivitit besteht, denn diese wurde als bekannt vorausgesetzt, sind die Feautriermatrizen Skalare.
Als duBere Randbedingung fiir die Strahlen, die den Kern des Sterns treffen (core-rays) und diejeni-
gen, die nur durch die Atmosphére laufen (non-core-rays) wird gefordert, daf es keine Einstrahlung
von auBen gibt, also L, (t = 0) = 0 ist:

Als innere Randbedingung fiir die core-rays gilt

d

d—TvuVH = I\j;t — Uyy (Tmax)

T=Tmax

mit vorgegebenem I\E. Hierbei wird I\; analog zum planparallelen Fall berechnet, wobei H durch
Skalierung mit (%)2 an sphirische Geometrie angepalit wird. R bezeichnet hier den Sternradius bei
TRoss = % r. den core-Radius.

Fiir die non-core-rays gilt aus Symmetriegriinden am inneren Rand die Spiegelrandbedingung 1;; =
L also

d

d—rvuvﬂ =0.

T=Tmax
Die Differentialgleichung wird nun in eine Differenzengleichung umgeformt und analog zum plan-
parallelen Fall gelost.

Da jede Radiusschale von den einzelnen Strahlen in unterschiedlichen Winkeln geschnitten wird,
liegt fiir jede Radiusschale die Intensitét fiir verschiedene Winkel, also verschiedene Richtungen vor
(Abbildung 4.3). Man kann die Intensititen jeder Radiusschale folglich bequem winkelintegrieren und
so Jy und K, fiir jede Radiusschale bestimmen. Aus J, und K, lassen sich dann die Eddingtonfaktoren
fv= ';—VV berechnen, die fiir die Losung der kombinierten Momentengleichung bendtigt werden.

44.2 Momentengleichung

Das zweite Verfahren, das zur Losung des Strahlungstransportproblems angewendet wird, ist die Me-
thode der kombinierten Momentengleichung, die auch als Methode der variablen Eddingtonfaktoren
bezeichnet wird. Ausgangspunkt sind hierbei das nullte und erste Moment der Strahlungstransport-
gleichung

10

r_zg(”zHV) = Kg(Sv_JV)
Jd 3K, J.
ot T T ey

wobei sich das erste Moment mit Hilfe des Sphirizititsfaktors g, auch schreiben 143t als

d

E (Qvarzjv) = _quxl/rZHV‘

Es ist hierbei zu beachten, daB der Absorptionkoeffizient & aus der nullten Momentengleichung kei-
nen Thomsonstreuanteil besitzt, da dieser aus der Gleichung analytisch herausgekiirzt werden kann.
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Impaktparameter p

nd+nc —

I
I's
2 non-core-rays

p=nd+nc bis p=nc+1
Iy

VA

\ core-rays
\‘ p=nc bis p=1

| I |
LI B |
-

core Atmosphire

Abbildung 4.3: Geometrie der Modellatmosphire. Zu jedem Impaktparameter p gibt es einen Strahl,
entlang welchem die Strahlungstransportgleichung bei der,ray-by-ray solution™ gelost wird. Hierbei
werden die Strahlen, die den Kern des Sterns treffen, als core-rays, und diejenigen, die nur durch die
Atmosphire laufen, als non-core-rays bezeichnet, ihre Anzahl betrigt nc beziehungsweise nd. Diese
Parameter konnen frei gewihlt werden.

Bei der ersten Momentengleichung dagegen enthilt der Absorptionkoeffizient ¥, noch den Thomson-
streuanteil.

Als Abschluf} des Gleichungssystems wird die Definitionsgleichung der variablen Eddingtonfak-
toren verwendet

Ky = fuly.
Aus numerischen Griinden empfiehlt es sich, die mit 7 skalierten GroBen J, = r2J,, H, = r*H,, S, =
r2S, zu verwenden (Koesterke, priv. Mitteilung).
Leitet man nun die erste Momentengleichung nochmals ab und setzt sie in die nullte Momenten-
gleichung ein, ergibt sich die kombinierte Momentengleichung

d 1 d ~ ors 7
~ar (—qVK\l/E(quVJV)) = Ky(Sv =)

Die duBere Randbedingung lautet I\;(‘c =0) =0, es ergibt sich somit firt =0

1 d

— (fv‘hjv)

1
T KAy (T Wy

v
=0

I
Am inneren Rand ist L, bei T, vorgegeben, wodurch H = [ I (u)pdp gilt. Wie schon bei der
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Losung der ray-by-ray-Gleichung wird auch hier der sphéarischen Geometrie bei der Berechnung von
Ij; Rechnung getragen. Fiir T = 7,4, folgt also

1 0 - ~ -
q_ 5 (f\/quV) =H" (Tmax) - K\I/hv (T = Tmax)Jv
v

Tmax Tmax

hy sind die speziellen Eddingtonfaktoren, definiert durch

i u(p)p dp

Zur Losung der Momentengleichung verschafft man sich nach der Diskretisierung mit Hilfe ei-
ner Taylorentwicklung Randbedingungen zweiter Ordnung (siehe Anhang B). Nach Umformung der
Differentialgleichung in eine Differenzengleichung 146t sich das entstandene tridiagonale Gleichungs-
system bequem mit bewihrten Methoden l0sen.



Kapitel S

NLTE Ratengleichungen

Will man Sternatmosphiren im NLTE berechnen, so kann man die atomaren Besetzungszahlen #,
die man zur Bestimmung von k(v) und 1, braucht, nicht aus den Saha-Boltzmann-Gleichungen be-
rechnen, da in diese nur die lokale Temperatur und Elektronendichte eingehen. Im NLTE sind die
Besetzungszahlen aber auch abhingig vom Strahlungsfeld, welches wiederum betimmt ist durch die
Besetzungszahlen in allen Tiefen der Atmosphire.

Als Ersatz fiir die Saha-Boltzmann-Gleichungen betrachtet man nun simtliche mikroskopischen
Prozesse, die zur Be- und Entvolkerung eines atomaren Niveaus beitragen, also durch Strahlung und
StoBe verursachte An- und Abregung sowie Ionisation und Rekombination. Man stellt fiir jedes Ni-
veau eine Gleichung auf, die die zeitliche Anderung der Besetzungsdichte #; des Niveaus i als Summe
aller Be- und Entvolkerungsprozesse des Niveaus beschreibt. Das so entstehende System der statisti-
schen Gleichungen bestimmt die Besetzungszahlen und ist in planparalleler und sphérischer Geome-
trie identisch. Es kann entweder durch vollstindige Linearisierung gelost werden (Auer & Mihalas,
1969) oder durch die Methode der gendherten A-Operatoren beziehungsweise des ALI-Verfahrens
(Cannon, 1973; Scharmer, 1981; Werner & Husfeld, 1985).

Bei der A-Iteration werden die Losung des Strahlungstransports (formal als sog. A-Operator auf-
gefalit) und die Ratengleichungen separiert, damit die Dimension der Gleichungssysteme reduziert
und das Gleichungssystem iterativ gelost. Da die A-Iteration ein Photon aber nur entlang eines opti-
schen Tiefenintervalls At ~ 1 verfolgt, ist sie nur in geringen optischen Tiefen sinnvoll anwendbar. In
den Linienkernen, in denen der Absorptionskoeffizient vieltausendfach hoher ist als im Kontinuum,
bewirkt der A-Operator dagegen nur sehr wenig (Unsold, 1955).

Beim ALI-Verfahren trennt man die Gleichungssysteme auch, beriicksichtigt aber bei der Losung
der Ratengleichung den Strahlungstransport ndherungsweise mit Hilfe sogenannter genidherter A-
Operatoren. Werden diese nun als lokale Operatoren aufgestellt, zerféllt das Ratengleichungssystem
in ein tiefenunabhédngiges Gleichungssystem, wobei in der aktuellen Tiefe J, eine lineare Funktion der
lokalen Quellfunktion S, ist. In groen optischen Tiefen t ist die Naherung J, ~ S, sehr gut erfiillt, zu
kleinen optischen Tiefen hin wird der Fehler beim ALI-Verfahren allerdings immer grofer, hier wird
dann die A-Iteration angewandt. Da es sich um nichtlineare Gleichungen handelt, die zur Losung li-
nearisiert werden miissen, benotigt man die Ableitungen der Ratenmatrix nach der Quellfunktion, der
Elektronendichte und der Temperatur sowie die Ableitungen der Quellfunktion nach den Besetzungs-
zahlen, der Elektronendichte und der Temperatur. Diese Ableitungen sind der rechenzeitintensivste
Schritt bei der Erstellung von Modellatmosphéren.

Bisher wurden die Elektronendichte und Temperaturstruktur als bekannt vorausgesetzt, dies ist
natiirlich nicht so, vielmehr miissen die Dichte- und Temperaturstruktur aus den Gleichungen des
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hydrostatischen und radiativen Gleichgewichts bestimmt werden. Dies geschieht entweder durch si-
multane Losung des Gleichungssystems oder iterativ in getrennten Schritten.



Kapitel 6

Hydrostatisches Gleichgewicht

Die Gleichung des hydrostatischen Gleichgewichts beschreibt die Dichtestruktur beziehungsweise
die Druckschichtung einer Sternatmosphire. An einem bestimmten Ort wirken hierbei der Gasdruck
und der Strahlungsdruck der Schwerkraft entgegen. Hier tritt wieder ein fundamentaler Unterschied
zwischen planparalleler und spharischer Geometrie auf. Wihrend die Schwerebeschleunigung g in
planparalleler Geometrie als konstant iiber die Tiefe angenommen wird, ist sie im Falle sphérischer
Geometrie ausgedehnter Sternatmosphéren tiefenabhédngig.

6.1 Planparallele Geometrie

Betrachtet man das Plasma als ideales Gas mit der Massendichte p, dann gilt fiir den gravitativen
Anteil der Druckschichtung P(z) iiber die Tiefe z

dpP
dz Pg

beziehungsweise mit einer Massenskala' als Tiefenskala
drP
dm
Stellt man sich die von der Strahlung verursachte Beschleunigung g4 als absorbierten Impuls pro
Zeit- und Masseneinheit des Atoms vor, so gilt

8.

4n ’ K(v
grud = — —( )HVdV
c Y

0

Die Gleichung des hydrostatischen Gleichgewichts lautet dann

dP 4 [
— :g——n/@H\,d\/.
c
0 p
In den @uBersten Schichten mancher Sterne kann es sein, daf} die Strahlungsbeschleunigung grofer
ist als die Gravitationsbeschleunigung. Dies fiihrt zu expandierenden Atmosphéren, die mit Hilfe der
Hydrodynamik beschrieben werden miissen.

z
'Die Siulenmasse m ist definiert durch m(z) = — [ pdz’ und hat den Vorteil, proportional zum Gasdruck zu sein.
0
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28 6: Hydrostatisches Gleichgewicht

Dies fiihrt letztendlich zur Stabilititsgrenze der Sterne, dem sogenannten Eddington-Limit. Ver-
wendet man zur Abschitzung der Strahlungsbeschleunigung nur Elektronenstreuung, so a6t sich aus
Strahlungsbeschleunigung und Gravitationsbeschleunigung ein Quotient bilden, der fiir stabile Sterne
kleiner als eins ist: .

r,= 8rad _ 1—451 qﬁ'
g M/Mq
q gibt hierbei die Zahl der freien Elektronen pro atomarer Masseneinheit an. Fiir eine vollstindig io-
nisierte reine Wasserstoffatmosphére ist ¢ = 1, fiir eine vollstdndig ionisierte reine Heliumatmosphare
ist g = 0.5. Fiir eine vorgegebene Masse M gibt es also eine maximale Leuchtkraft L, oberhalb derer
keine stabilen Sterne existieren (I, > 1). Mit Hilfe der Effektivtemperatur To¢ und der Schwerebe-
schleunigung g 146t sich das Eddington-Limit schreiben als

L, =10 ""2gTq"/g = 1.

Im log Te-log g-Diagramm 14t es sich dann als eine Gerade darstellen, siehe hierzu Abbildung 9.1.

6.2 Sphirische Geometrie

Im Falle spharischer Geometrie ist, wie erwédhnt, die Schwerebeschleunigung tiefenabhingig. Wie im
planparallelen Fall wird wieder die Sdulenmasse als unabhéngige Variable gewahlt, allerdings jetzt
etwas anders definiert:
R2
dm= —p—dr
r

wobei R der Sternradius bei der Rosselandschen optischen Tiefe '[:z% ist. Die Rosselandsche Tie-
fenskala beruht auf frequenzunabhéngigen, gemittelten Opazititen (Rosseland, 1924), die die FluB3-
konstanz beim Ubergang von grauer, das heiit frequenzunabhingiger, zu nichtgrauer Atmosphire
garantieren. Die Mittelung der Opazitdten (Unsold, 1955) erfolgt gemif

oo

I = /‘landV
Kk 4073 ) x, 0T
0

Fiir die Rosselandsche optische Tiefe ergibt sich dann

tRoss(r) :i(”') = — /l_(dl"’.

Nach Milne u.a. erhilt man fiir eine derartige sogenannte graue Atmosphire als Losung der Strah-
lungstransportgleichung und fiir den im Strahlungsgleichgewicht giiltigen Energiesatz, der besagt,
daf} der Gesamtstrahlungsstrom F, unabhéngig von der Tiefe sein soll, also

o
4
F=—T
T
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in guter Naherung die Temperaturverteilung

@) = T4 2).
Die Effektivtemperatur 7¢ ist demnach realisiert in einer optischen Tiefe rygs =T = % Man kann die
Tiefe Tross = % also gewissermasen als die Oberflache des Sterns auffassen, weshalb die Parameter T
und Sternradius R (und damit auch log g) eben fiir diese Tiefe definiert werden.
Damit schreibt sich nun die Gleichung des hydrostatischen Gleichgewichts in sphérischer Geo-
metrie unter Benutzung des ersten Moments des Strahlungsfeldes

AP GM 4n [ 1 d(gufur®]y)

— = dv.
dm R* ¢ ) qur? dm v
0

gy ist hierbei der Sphérizitatsfaktor, der bei der Behandlung des Strahlungstransports bereits definiert
wurde. Um die Gleichung zu losen, wird noch eine obere Randbedingung bendtigt, die hier ohne
Herleitung angegeben ist (Kubat, 1996):

P1 GM 43’[1‘1 OOKIV _

== - Z— [ (gwJiv—H, )dv

m R ¢ R pl(g1V1V v)
0

1
wobei giv = [ pt jivudp /J1, und Hy, der einfallende Fluf ist (in unserem Fall ohne Einstrahlung, also
0

H, = 0). Die Indizes ,,1* bezeichnen die physikalischen Groen am dufBersten Punkt der Modellat-
mosphire.

6.3 Bestimmung der Elektronendichte

Mit der hydrostatischen Gleichung kann also der Gasdruck P und deshalb tiber P = NkT auch die
Gesamtteilchendichte N bestimmt werden. Fiir die Berechnung der Besetzungszahlen wird allerdings
die Elektronendichte 7, benotigt. Da Sternatmosphiren elektrisch neutral sind, muf3 die Ladungsdichte
der Elektronen aufgrund der Ladungserhaltung gleich der Ladungsdichte der Ionen sein,

wobei ji die Zahl der Ionisationstufen des Elements k bezeichnet; j=0 steht dabei fiir das neutrale
Atom, das keinen Beitrag leistet, j=1 bedeutet einfach ionisiert usw.
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Kapitel 7

Radiatives Gleichgewicht

In Sternatmosphéren findet im allgemeinen keine Energieerzeugung statt, es wird lediglich Energie
aus dem Sterninneren nach auflen transportiert. Dies kann im Wesentlichen auf zwei unterschiedliche
Arten geschehen, entweder durch Konvektion oder durch Strahlung. Die in dieser Arbeit untersuchten
Sterne sind heifle O-Sterne. Bei Sternen vom Spektraltyp F5 oder friiher erfolgt der Energietransport
vorwiegend iiber Strahlung, ihre Atmosphire befindet sich im sogenannten Strahlungsgleichgewicht.

Fiir jede Tiefe kann nun Strahlungsgleichgewicht gefordert werden derart, daf die absorbierte
Energie eines Volumenelements gleich der emittierten Energie ist, integriert iiber alle Frequenzen.
Alternativ 148t sich das radiative Gleichgewicht auch als Konstanz des totalen Flusses in jeder Tiefe
schreiben. Aufgrund ihrer Darstellung werden die beiden Formulierungen auch als integrale und diffe-
rentielle Form des Strahlungsgleichgewichts bezeichnet. Da die integrale Form in kleinen Tiefen, die
differentielle Form in groBen Tiefen numerisch besser geeignet ist (Hubeny, 1988), wird meist eine
Linearkombination beider Formulierungen verwendet. Die Bedeutung des radiativen Gleichgewichts
liegt in der Festlegung der Temperaturschichtung der Sternatmosphire.

Wie schon bei der hydrostatischen Gleichung, weichen auch hier die Gleichungen in planparalleler
und sphérischer Geometrie voneinander ab.

7.1 Planparallele Geometrie

Fiir die pro cm? und Sekunde absorbierte Energie gilt

e}

Eps = %dm/K(v)Ivdv,
47 0

E,., = fdw/mdv.
4n 0

Uber den Raumwinkel dw integriert ergibt sich dann

fiir die emittierte Energie gilt

/ K(V) (Jy — Su)dv = 0.
0
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Diese Gleichung wird als die integrale Form des radiativen Gleichgewichts bezeichnet.
Nach dem nullten Moment der Strahlungstransportgleichung gilt fiir den Eddingtonflufl

d
EHV =x(v)(Jy — Sy).

Integriert man nun iiber die Frequenz und vertauscht Differentiation mit Integration, dann ergibt sich

d —Oo v)(Jy — Sy)dv.
—/Hvdv—O/K( )y — Sy)d

der totale FluB ist also in jeder Tiefe gleich, ndmlich

o
/HvdV = s
0

Mit dem zweiten Moment der Strahlungstransportgleichung und der Definition der Eddingtonfaktoren
148t sich dies schreiben als

’ d o
H= | — dv=—T, 4.
O/d_c(fvjv) v It ff

Diese Gleichung wird als die differentielle Form des radiativen Gleichgewichts bezeichnet.

7.2 Sphirische Geometrie

Die integrale Form des radiativen Gleichgewichts ist in planparalleler und sphirischer Geometrie
identisch, lediglich die differentielle Form weicht von der planparallelen Formulierung ab.
Im sphirischen Fall ist der totale Fluf} abhingig vom Radius

L

H(r)= W

Mit Hilfe des Spharizitatsfaktors ¢, und dem ersten Moment der Strahlungstransportgleichung 1af3t
sich der totale Flufl dann schreiben als

- 2
H(r) = /Hvdv = —/ L dvhrth)
0

gvk(v)r? dr

Fiir das radiative Gleichgewicht ergibt sich somit

/ 1 d(Qvarz-]v) _ L
_0/ ) ar VT e
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7.3 Unsold-Lucy-Verfahren

Bei Modellen, die sich als numerisch instabil erweisen, ist es unter Umstianden von Vorteil, die Kor-
rektur der Temperatur von den statistischen Gleichungen zu entkoppeln und fiir jeden Tiefenpunkt
eine Temperaturkorrektur zu berechnen, um FluBkonstanz zu erreichen. Details zu diesem Verfahren
finden sich in Werner & Dreizler (1999). Um es an sphiarische Geometrie anzupassen, ist es zum einen
notig, die GroBen H,J und B mit  zu skalieren, wie schon im Falle der Momentengleichung, zum
anderen ist zu beachten, dal} der totale Fluf}, wie oben erwihnt, vom Radius abhéngig ist.

Fiir den totalen FluB} gilt
H() =
r)= .
(4mr)?

Fiir das iiber v integrierte nullte Moment ergibt sich

di x5 . -
—=—J-B
dt X,
und fiir das erste Moment . ~
d(fJ) _ Kn 4
dt K

Hierbei sind
k=7 / (% — W) hvdv,

wobei hier , die Opazitat mit Thomsonstreuung, x, die Opazitit ohne Thomsonstreuung ist, und y,
definiert ist durch

Yy = XVSV - Kegv
v jv .
Desweiteren gilt
1 B
K, = = / K, Bydv
_ 1 s
Kg = 3 / KySydv
_ 1
Ky = o / qvvHydv
- 1
f = 7 / qv fydydv
- 1
= —../q\/l’lv.]\/d\/

Somit ergibt sich fiir die Temperaturkorrektur

xR ["Ra. ., AH(O)FO)
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Kapitel 8

Berechnung von Modellatmosphéaren

In den vorhergehenden Kapiteln wurden die Grundgleichungen, die man zur Modellierung von
Sternatmosphéren bendtigt, im einzelnen beschrieben. In diesem Kapitel werden sie nun miteinan-
der in Zusammenhang gebracht; es wird gezeigt, wie die Berechnung von sphérischen Modellatmo-
sphiren vor sich geht, bevor dann im letzten Teil die erzielten Ergebnisse verschiedener Modellrech-
nungen vorgestellt werden. Dies soll jedoch kein detaillierter Einblick in die Tiefen des Programms
sein, sondern nur einen Uberblick geben.

Um ein Sternatmosphéarenmodell zu berechnen, miissen Atomdaten der zu verwendenden Elemen-
te, das zu diesen Daten gehorige Frequenzgitter sowie die Inputparameter log g, g, M und chemische
Zusammensetzung vorgegeben werden. Die Tiefenabhingigkeit der Oberflichenschwerebeschleuni-
gung g macht es notwendig, genau festzulegen, fiir welchen Ort in der Atmosphire log g vorgegeben
wird. Da sowohl Effektivtemperatur als auch Sternradius fiir die optische Tiefe &, = 2/3 definiert
sind, ist es nur konsequent, auch log g fiir die Tiefe g, = 2/3 vorzugeben. Desweiteren wird ein
Startmodell benétigt, z.B. ein LTE-, ein planparalleles NLTE- oder ein sphirisches NLTE-Modell mit
zugehorigem Strahlungsfeld und Eddingtonfaktoren.

Als erstes wird nun die Sterngeometrie bestimmt (siche Anhang A) und das Winkelgitter fiir die
p-Integration berechnet. Sind die Eddingtonfaktoren bekannt, werden aus ihnen die Sphirizitatsfak-
toren ¢y (r) berechnet, ansonsten werden sie aus zunichst genidherten Eddingtonfaktoren bestimmt.
Als néchstes folgen Opazititen, Emissivititen und Quellfunktion, wobei hier das Plancksche Strah-
lungsfeld eingeht, falls noch kein Strahlungsfeld bekannt ist. Nun wird der Strahlungstransport gelost.
Aus der ray-by-ray-Losung gewinnt man neue Eddingtonfaktoren und Sphérizititsfaktoren, aus der
Momentengleichung dann das neue Strahlungsfeld. Mit den bisher bestimmten Groen wird jetzt das
Gleichungssystem, bestehend aus hydrostatischem und radiativem Gleichgewicht, Teilchenzahlerhal-
tung und statistischen Gleichungen, konsistent gelost und so die Anderungen in der Gesamtteilchen-
dichte AN, in der Temperatur AT, der Elektronendichte An, und den Besetzungszahlen An; bestimmt.
Alternativ konnen die hydrostatische Gleichung und die Gleichung des radiativen Gleichgewichts
auch aus dem Gleichungsschema herausgenommen und im Anschluf daran separat gelost werden.
Sind alle relativen Anderungen kleiner als das gewihlte Konvergenzkriterium (% =10"*), dann wird
das Modell als fertig betrachtet und zusammen mit dem Strahlungsfeld, den Eddingtonfaktoren und
dem maximalen Sternradius gespeichert. Das Speichern des Sternradius erlaubt die Berechnung ei-
ner Modellreihe bei festgehaltener Geometrie, wohingegen das Speichern des Strahlungsfeldes und
der Eddingtonfaktoren den Konvergenzprozef3 bei Weiterverwendung als Startmodell fiir eine neue
Berechnung erleichtert. Ist das Modell noch nicht konvergent, werden die berechneten Anderungen
angebracht und der Zyklus beginnt mit der Bestimmung der Sterngeometrie von neuem.
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Abbildung 8.1: Schematische Darstellung des Programmablaufs
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Kapitel 9

Modellgitter um einen theoretischen
Sternentwicklungsweg

Bei der Berechnung ausgedehnter Sternatmosphiren mit planparalleler Geometrie handelt man sich
aufgrund der Vernachlidssigung von Sphirizititseffekten systematische Fehler ein. Um einschétzen zu
konnen, wie grof3 diese sind, wurde ein Modellgitter von Wasserstoff-Helium-Atmosphiren in sola-
rer Zusammensetzung berechnet, ausgehend vom Entwicklungsweg eines Post-AGB-Sterns mit einer
Masse von 0.605 Mg, . Hierzu wurde bei Temperaturen von 60 000 K bis 140 000 K jeweils ein Stern
mit einer dem Punkt auf dem Entwicklungsweg entsprechenden Oberflichenschwerebeschleunigung
sowie zwei weitere mit geringeren Oberflichenschwerebeschleunigungen simuliert. Bei 80000 K
wurde auler dem Stern auf dem Entwicklungsweg nur ein weiterer mit kleinerer Oberflichenschwe-
rebeschleunigung berechnet, bei 60000 K nur der Stern auf dem Entwicklungsweg. Alle Modelle
wurden sowohl in planparalleler als auch in sphirischer Geometrie berechnet, auferdem wurde da-
von ausgegangen, daf} die vorgegebene Effektivtemperatur und Oberflaichenschwerebeschleunigung
bei einer Rosselandschen Tiefe von g, = % giiltig sind.

Abbildung 9.1 zeigt in einem log g-logZg-Diagramm den Entwicklungsweg des Post-AGB-
Sterns sowie die gerechneten Modelle. Gestrichelt eingezeichnet ist das Eddington-Limit fiir Atmo-
sphiren mit solarem He/H-Verhiltnis.

In Tabelle 9.1 und Taballe 9.2 sind alle berechneten Modelle, auch diejenigen der folgenden Ka-
pitel, zusammengestellt. Um ein MaB fiir die Ausdehung der Sternatmosphiren zu haben, wurde die
Grofle Sphirizitit als das Verhiltnis aus Atmosphiarendicke und Sternradius definiert. Bei der Bestim-
mung der Dicke der Atmosphére wird dabei nur derjenige Bereich der Atmosphire beriicksichtigt, in
welchem sich die logarithmische Massenskala zwischen 0 und —5 bewegt. Dieser Bereich entspricht
in etwa der Entstehungstiefe des Sternspektrums.

Zu den verwendeten Modellatomen sollen hier folgende kurze Angaben geniigen. Wasserstoff
und Helium werden mit jeweils 11, 29, 16 NLTE-Niveaus fiir H 1 ,He 1, He 11 reprisentiert. Die CNO-
Elemente werden durch umfangreiche Modellatome dargestellt, wie sie z.B. in einer detaillierten
Untersuchung von Werner (1996) ausgetestet wurden.
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Entwicklungsweg _

,,,,, Eddington-Limit
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Abbildung 9.1: Entwicklungsweg (durchgezogene Linie) eines 0.605 M, -Sterns und das Eddington-
Limit (gestrichelte Linie) fiir solare He/H-Haufigkeiten im log g-logZg-Diagramm. Eingezeichnet
sind als Quadrate die berechneten Modelle des Gitters und als Sternsymbole die Zentralsterne von

K1-27, LoTr4 und NGC 7293 sowie BD+28°4211
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T./kK | log g (cgs) | He/H | M/IMg | R/R; | D/km S
60 4.50 0.1 0.605 | 0.724 | 35618 | 0.071
80 4.87 0.1 0.605 | 0473 | 23685 | 0.072
80 5.02 0.1 0.605 | 0397 | 13760 | 0.048

100 5.17 0.1 0.605 | 0335 | 17332 | 0.074
100 5.27 0.1 0.605 | 0.298 | 11955 | 0.058
100 547 0.1 0.605 | 0236 | 6093 | 0.037
120 541 0.1 0.605 | 0254 | 12719 | 0.072
120 5.61 0.1 0.605 | 0202 | 5850 | 0.042
120 5.81 0.1 0.605 | 0.159 | 3081 0.028
140 5.76 0.1 0.605 | 0.170 | 5268 | 0.045
140 5.96 0.1 0.605 | 0.135| 2660 | 0.028
140 6.16 0.1 0.605 | 0.107 1495 | 0.020
140 6.16 0.1 1000 | 4.360 1512 | 0.0005

Tabelle 9.1: Ubersicht der berechneten Gittermodelle. T, log g und Sternradius sind auf die Tiefe
TRoss = % bezogen. D gibt hierbei die Dicke der Atmosphire fiir den Bereich von 0 bis -5 beziiglich der
log m - Skala in Kilometern an, S ist ein MaB fiir die Sphérizitdt des Sterns, berechnet als Verhéltnis
der Dicke der Atmosphire zum Sternradius.

Name ‘ Teii/kK ‘ log g (cgs) ‘ He/H ‘ MM, ‘ RIR; ‘ D/km ‘ S

K1-27 100 6.50 500 | 0.520 | 0.067 368 | 0.008
LoTr4 120 5.50 200 | 0.650 | 0.237 | 5803 | 0.035
BD+28°4211 82 6.20 0.10 | 0.530 | 0.096 568 | 0.009
NGC 7293 107 7.00 0.05 | 0580 | 0.040 131 | 0.005

Tabelle 9.2: Ubersicht der berechneten Modellatmosphiren fiir konkrete Sterne. T, log g und Stern-
radius sind auf die Tiefe tryss = % bezogen. D gibt hierbei die Dicke der Atmosphire fiir den Bereich
von 0 bis -5 beziiglich der log m - Skala in Kilometern an, S ist ein MaB fiir die Sphérizitit des Sterns,
berechnet als Verhiltnis der Dicke der Atmosphire zum Sternradius.
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9.1 Quasi-Planparallele Atmosphirenmodelle

Die berechneten planparallelen und sphérischen Modelle wurden jeweils mit an die Geometrie ange-
passtem Programmcode gerechnet. Die planparallelen Modelle mit dem bereits existierenden Code
fiir planparallele Geometrie, die sphérischen mit dem auf sphirisch-symmetrische Geometrie erwei-
terten Code. Es stellte sich deshalb die Frage, inwieweit die Unterschiede der berechneten Modelle
auf Sphirizitiatseffekte zuriickzufithren sind oder es sich um numerische Effekte aufgrund der unter-
schiedlichen Implementierung handelt.

Um dies herauszufinden, wurde mithilfe des sphérisch-symmetrischen Programmcodes ein Stern-
modell berechnet, dessen Atmosphére als geometrisch sehr diinn und deshalb in guter Naherung als
planparallel angesehen werden konnte. Bei dem Modellstern handelt es sich um einen Stern solarer
Hiéufigkeitsmischung He/H mit einer Effektivtemperatur von T =140 000 K, einem log g =6.15 und
M=1000 Mg, . Aufgrund der extrem hohen Masse betrigt die Dicke der Atmosphire nur 0.05 Prozent
des Gesamtradius des Sterns. Dies hat zur Folge, dafl die Tiefenabhidngigkeit der Schwerebeschleuni-
gung innerhalb der Atmosphére vernachlassigbar klein ist. So variiert die Schwerebeschleunigung von
der duBersten Schicht bis zur innersten in log g um nur 0.001, was einem Faktor 1.002 in g entspricht.
Infolge der sehr diinnen Atmosphire ist es allerdings notig, die Anzahl der core-rays von hundert auf
tausend zu erhohen, um Ungenauigkeiten bei der Winkelintegration zu vermeiden (siche Anhang A).
Dieses Modell wurde mit einem Modell mit gleicher Elementkomposition, Zg und gleichem log g,
das mit Hilfe des planparallelen Programmcodes berechnet wurde, verglichen.

Es zeigt sich, da} die Linienprofile, die Kontinuumsfliisse und weitgehend auch die Temperatur-
schichtung nahezu identisch sind (siehe Abbildung 9.2 und Abbildung 9.3). Der FluB des planparal-
lelen Modells wurde hierbei mit einem Faktor R / r% skaliert, wobei R der Sternradius, definiert bei
TRoss = 2/3, und r| der maximale Radius des sphérischen Sternmodells sind. Diese Skalierung ist
erforderlich, um der »~2-Abhingigkeit des stellaren Flusses in sphirischer Geometrie Rechnung zu
tragen und so die Fliisse beider Modelle vergleichen zu konnen. Dies wird auch in den folgenden
Kapiteln so verwendet. Bei den Effekten, die in den berechneten Modellen ausgedehnter Sternatmo-
sphéren auftreten, handelt es sich also tatsdchlich um Sphérizititseffekte und nicht um numerische
Artefakte.
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Abbildung 9.2: Vergleich eines planparallel und eines sphérisch gerechneten quasi-planparallelen Mo-
dells. Beide Modelle wurden jeweils mit einer Effektivtemperatur von Zg =140 000 K, einem log g
=6.16 und solaren Haufigkeiten berechnet. Fiir das quasiplanparallele Modell wurde dabei eine Masse
von 1000 Mg angenommen.
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Abbildung 9.3: Vergleich der Kontinuumsfliisse des planparallelen und des sphirisch gerechneten
quasi-planparallelen Modells. Beide Modelle wurden mit Zg =140000 K, log g =6.16 und solaren

Héufigkeiten berechnet. Fiir das quasiplanparallele Modell wurde dabei eine Masse von 1000 M,
angenommen.
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9.2 Sphirisch-symmetrische Atmosphirenmodelle

9.2.1 Vergleich mit Rechnungen anderer Autoren

Beim Vergleich unserer Ergebnisse mit Verdffentlichungen anderer Autoren féllt auf, dal die Sphari-
zitatseffekte in unseren Modellen stirker ausgeprigt sind. Dies ist sowohl bei Kubats Modellen aus
Kapitel 10 als auch bei Modellen von Gruschinske & Kudritzki (1979) der Fall. Es zeigt sich ins-
besondere, daB die von uns berechneten Anderungen in den Linienprofilen stirker sind. Der Grund
hierfiir konnte noch nicht aufgekldrt werden. Es bedarf hier noch einer Reihe von Untersuchungen,
die jedoch nicht mehr im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrt werden konnten. In Anbetracht dieser
Diskrepanzen sollten die folgenden quantitativen Aussagen mit Vorsicht betrachtet werden.

9.2.2 Vergleich der Linienprofile

Auf den folgenden Seiten werden die relativen Fliisse, gerechnet in planparalleler und sphirischer
Geometrie, fiir die Spektrallinien Ho, HB, Hy und Hd des Wasserstoffs sowie fiir die He i Linie bei
4686 A miteinander verglichen. Die Linienprofile fiir Wasserstoff und He 1 wurden hierbei in sehr
guter Nédherung nach einem Verfahren, das auf Unsodld (1968, Gleichung 82.23b) zuriickgeht, berech-
net. Hierbei wird der Absorptionsquerschnitt fiir den Stark-Fliigel einer Linie nach der statistischen
Theorie von Holtsmark fiir die Druckverbreiterung berechnet. Das genaue Vorgehen wird in Werner
et al. (1991) dargestellt. Die resultierenden Profile sind sehr gute Anndherungen an die nach der VCS-
Theorie (Vidal et al., 1973) berechneten Profile (die aber noch nicht in den sphérischen Programmcode
integriert sind).

Die Abbildungen 9.5 bis 9.8 zeigen, dafl grundsatzlich die Linien des sphérischen Modells tiefer
eingesenkt sind als diejenigen des entsprechenden planparallelen Modells. Bei konstanter Effektiv-
temperatur verstirkt sich dieser Effekt mit kleiner werdender Oberflaichenschwerebeschleunigung,
also kleinerem log g. Dies 148t sich leicht verstehen, da ein kleineres log g bei gleicher Temperatur
eine ausgedehntere Atmosphire bedeutet und somit Sphirizititseffekte starker zum tragen kommen.

Um einen Eindruck von den in den planparallelen Modellen auftretenden systematischen Fehlern
zu bekommen, wurde versucht, exemplarisch in zwei Féllen die Linienprofile der spharischen Model-
le durch solche von planparallelen Modellen anzupassen. Abbildung 9.9 zeigt dies fiir ein sphiérisches
Modell mit einer Effektivtemperatur von T = 140000 K, einer Schwerebeschleunigung von log g
=6.16 und solarer He/H-Haufigkeit. Vergleicht man dieses mit einem planparallelen Modell gleicher
Effektivtemperatur, aber einer geringeren Schwerebeschleunigung von log g =5.76, ergibt sich in
Ho. und Hp bereits eine recht gute Ubereinstimmung, nicht jedoch in den anderen Linien. Dies deu-
tet darauf hin, daf} die Oberflachenschwerebeschleunigung in den planparallelen Modellatmosphéren
unterschitzt wird. Vergleicht man ein sphérisches Modell mit Zg =120000 K und log g =5.81 mit
einem planparallelen Modell mit Z¢g = 140 000 K und log g =5.81, so sind die Linien im sphérischen
Modell tiefer eingesenkt bei gleichem log g, allerdings nicht so stark wie bei gleicher Temperatur
und kleinerem log g. Die beste Anpassung des planparallelen Modells an das sphiarische mit T
=140000 K und log g =6.16 gelang mit einem planparallelen Modell bei g =135 000K und log g
=5.86.

In Abbildung 9.10 sind einem sphirischen Modell mit % =100000K und log g =5.47 zwei
planparallele Modelle mit Zo¢r = 105000 K und log g =5.17 beziehungsweise mit g =95000 K
und log g =5.17 gegeniibergestellt. Hierbei paBit das planparallele Modell mit Zg¢ =105000K am
besten zum sphérischen Modell. Dies wiirde wieder bedeuten, daf3 die Schwerebeschleunigung in den
planparallelen Modellen unterschitzt wird. Die Temperatur wiirde allerdings im Gegensatz zu oben
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iberschitzt werden. In der Heliumhaufigkeit besteht dagegen weiterhin ein deutlicher Unterschied
zwischen den planparallelen und sphéarischen Modellen, der nicht zu vernachlissigen ist. Da dieser
Unterschied trotz relativ guter Ubereinstimmung in den Balmerlinien besteht, bedeutet dies, daB die
Heliumh#ufigkeit im planparallelen Modell unterschitzt wird und nach oben korrigiert werden muB.
Beim 140 000 K-Modell ist allerdings eine derartige Diskrepanz in den Heliumhéufigkeiten nicht zu
bemerken.

Insgesamt 146t sich sagen, daf} bei der Berechnung ausgedehnter Sternatmosphiren mit Hilfe ei-
nes planparallelen Codes systematische Fehler gemacht werden, wobei das Hauptgewicht der Un-
terschiatzung der Oberflichenschwerebeschleunigung zufillt. In den obigen Beispielen war log g im
Bereich von 5.8 bis 6.2 im planparallelen Fall um 0.3 kleiner als im sphirischen Fall. Die Unsicherheit
bei der log g-Bestimmung durch Vergleich eines Modells mit einer Beobachtung ist in diesem log g-
Bereich oftmals kleiner als 0.3, so dal der Unterschied zwischen den planparallelen und sphirisch-
symmetrischen Modellen nicht zu vernachlédssigen ist. Der Fehler beziiglich der Temperaturbestim-
mung fallt dagegen recht moderat aus und liegt im Rahmen der schon bestehenden Unsicherheiten bei
der Bestimmung durch Vergleich von Modell und Beobachtung. Da also der Fehler in log g groBer
als derjenige der Effektivtemperatur ist, ergibt sich beim Ubergang von planparallelen Modellen zu
sphérisch-symmetrischen im log g-logZ¢-Diagramm eine Verschiebung im wesentlichen in Richtung
der log g-Achsen mit kleineren Korrekturen in Richtung der Eg-Achse. Dies hat Auswirkungen auf
die Massenbestimmung der Objekte, die Masse wird mit planparallelen Modellen iiberschitzt. Um
dies zu veranschaulichen, sind in Abbildung 9.4 die Entwicklungswege von vier Zentralsternen unter-
schiedlicher Masse sowie die Modelle aus Abbildung 9.9 (unten) und 9.10 eingezeichnet.
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Abbildung 9.4: Entwicklungswege von Zentralsternen unterschiedlicher Massen. Als Kreissymbol
eingezeichnet ist das sphérisches Modell mit Zg =140 000 K und log g =6.16 sowie als Quadrat das
an dieses angepalite planparallele Modell mit g =135 000 K und log g =5.86. Der Pfeil entspricht der
Korrektur in Z¢¢ und g, die bei einer Spektralanalyse mit planparallelen Modellen angebracht werden

muB, um den Sphirizititseffekten gerecht zu werden.
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Abbildung 9.6: Vergleich der Linienprofile bei T =120 000K
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Abbildung 9.7: Vergleich der Linienprofile bei Zer = 100 000K
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Abbildung 9.8: Vergleich der Linienprofile bei Zogg =80 000K und T =60 000K
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Abbildung 9.9: Vergleich eines planparallelen Modells mit einem sphérisch-symmetrischen Mo-
dell mit solaren He/H-Héufigkeiten. Oben links: planparalleles Modell mit T = 140 000K und
log g = 5.76, sphiérisches Modell mit T = 140000 K und log g = 6.16. Oben rechts: planparal-
leles Modell mit 7. = 140000 K und log g = 5.81, spharisches Modell mit g = 120000 K und
log g =5.81. Unten: planparalleles Modell mit Zig = 135 000 K und log g = 5.86, sphérisches Modell
mit o = 140000 K und log g = 6.16.
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Abbildung 9.10: Vergleich eines planparallelen Modells mit einem sphirisch-symmetrischen Modell

mit solaren He/H-Haufigkeiten. Links: planparalleles Modell mit g = 105000 K und log g =5.17,

sphérisches Modell mit T.g = 100000K und log g = 5.47. Rechts: planparalleles Modell mit
Ter = 95000 K und log g = 5.17, sphirisches Modell mit Zog = 100 000 K und log g = 5.47.
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9.2.3 Vergleich der Temperaturschichtung

Abbildung 9.11 zeigt die Temperaturschichtungen der berechneten Modelle. Die Unterschiede zwi-
schen den planparallelen und sphérisch-symmetrischen Modellen sind in den Linienentstehungstiefen
um log m=-1 am ausgepragtesten. Hier liegen die Temperaturverldufe der spharischen Modelle deut-
lich unter denen der planparallelen Modelle. In den inneren Tiefen sind sie dagegen deckungsgleich.
In den duBeren Schichten liegen ebenfalls die sphérischen Temperaturen unterhalb den planparallel
berechneten.

Die Ursache der niedrigeren Temperaturen der sphéarischen Modelle liegt in der Gleichung
des radiativen Gleichgewichts. Aufgrund der Ausdehnung der Sternatmosphédre kommt es zu einer
Ausdiinnung des Strahlungsfeldes. Dies fiihrt dazu, dal} sich das radiative Gleichgewicht bei niedri-
geren Temperaturen einstellt als im planparallelen Fall.
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Abbildung 9.11: Vergleich der Temperaturschichtung bei Effektivtemperaturen von T =60-140 kK
und unterschiedlichen Schwerebeschleunigungen (Tabelle 10.1). Der schraffierte Bereich gibt die Ent-
stehungstiefen der Wasserstoff-Balmerlinien wieder, wobei Ho am am weitesten aullen entsteht.
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9.24 Vergleich der Kontinuumsfliisse

In Abbildung 9.12 sind anhand zweier Beispiele die Kontinuumsfliisse der planparallelen und sphiri-
schen Modelle einander gegeniibergestellt. Hierzu wurde zum einen ein Modell mit einer Effektiv-
temperatur von Tog =140 000 K und einem log g =5.76 gewaihlt, zum anderen ein Modell mit einer
Effektivtemperatur von T =100 000 K und einem log g =5.17. Letzteres Modell besitzt mit 0.074
die grofite Spharizitit (siehe Tabelle 9.1), hier sollten deshalb eventuelle Effekte besonders deutlich
zu sehen sein.

Es zeigt sich, da} die Kontinuumsfliisse der sphirisch-symmetrischen Modelle kleiner sind als
diejenigen der planparallelen. Dieses Verhalten liegt an der Ausdehnung der sphérisch gerechneten
Atmosphiren. Die geometrische 7 2-Abhingigkeit des emergenten Flusses in sphirischer Geometrie
wurde zwar beriicksichtigt, nicht jedoch die Tatsache, dal aufgrund der Ausdehnung der Atmosphére
die Temperaturen in der duBleren Schicht, iiber die integriert wird, um den Flu zu erhalten, nicht
tibereinstimmen. Wiirde man den Kontinuumsfluf des sphirischen Modells in der Tiefe s = 2/3
berechnen, so erhielte man den dem planparallelen Modell entsprechenden FluB3.
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Abbildung 9.12: Vergleich der Kontinuumsfliisse zweier Modelle, jeweils planparallel und sphirisch
berechnet; links: T =100000K, log g =5.17, rechts: T, =140000K, log g =5.76. He/H ist
jeweils solar.
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Kapitel 10

Die Zentralsterne von K1-27 und LoTr4

10.1 Allgemeines

K1-27 und LoTr4 sind Planetarische Nebel, an deren wasserstoffarmen Zentralsternen bereits Kubat
(1997) Sphiérizititseffekte studierte. Im Rahmen dieser Arbeit soll herausgefunden werden, inwie-
weit sich seine Ergebnisse mit unserem Programmcode bestitigen lassen. Es wurde deshalb je ein
planparalleles und sphérisches HHe-Modell berechnet, wobei fiir CSPN K1-27 eine Effektivtempe-
ratur von T =100000 K, eine Schwerebeschleunigung von log g =6.5, eine stellare Masse von
M =0.52 Mg, sowie eine Haufigkeitsverteilung von He/H =5, fiir CSPN LoTr4 eine Effektivtempe-
ratur von o = 120000 K, eine Schwerebeschleunigung von log g =5.5, eine stellare Masse von
M =0.65 Mg, sowie eine Haufigkeitsverteilung von He/H =2 angenommen wurde, Kubat (1997) fol-
gend.

10.2 Ergebnisse der Modellrechnungen

Wie man in Abbildung 10.1 sieht, sind die Sphirizititseffekte bei CSPN K1-27 nur gering. Die Lini-
enprofile sind im sphirisch gerechneten Modell etwas tiefer eingesenkt, die Temperaturschichtung in
den inneren Atmosphérenschichten zu niedrigeren Temperaturen hin verschoben.

Abbildung 10.2 zeigt Temperaturschichtung und Linienprofile von CSPN LoTr4. Man sieht deut-
lich, daB hier die Sphirizititseffekte groBer sind als bei CSPN K1-27. Die Linienkerne sind im
sphdrisch-symmetrischen Fall um etwa zehn Prozent tiefer eingesenkt als im planparallelen Modell.
Auch die Temperaturschichtung zeigt eine stirkere Verschiebung zu kiihleren Temperaturen hin.

In Abbildung 10.3 und Abbildung 10.4 werden die Kontinuumsfliisse der planparallelen und des
sphérisch-symmetrischen Modelle miteinander verglichen. Man findet hierbei, dafl die Kontinuums-
fliisse der sphérischen Modelle niedriger sind als diejenigen der planparallelen Modelle, obwohl auch
hier die planparallelen Fliisse mit B /r? skaliert sind. Wie schon bei den Linienprofilen und der Tem-
peraturschichtung ist der Effekt bei CSPN LoTr4 deutlich, bei CSPN K1-27 dagegen und sehr gering.

DaB die auftretenden Effekte bei CSPN LoTr4 stirker sind als bei CSPN K1-27 ist aufgrund
der unterschiedlichen Sphirizititen (siehe Tabelle 9.2) nicht unerwartet. CSPN K1-27 hat eine recht
geringe Spharizitat von 0.008, CSPN LoTr4 dagegen eine vergleichsweise grofe von 0.035, so dal
dort auch die Effekte ausgeprigter sein sollten.

Ein Vergleich der hier vorgelegten Ergebnisse mit denen von Kubat zeigt, dafl die Sphirizititsef-
fekte in unserem Fall deutlich stirker ausgeprigt sind. Die Linienprofile sind tiefer eingesenkt und das
Temperaturminimum der Modellatmosphiren senkt sich in unserem Fall beimUbergang von planpar-
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alleler zu sphérischer Geometrie tiefer ein. Die Ursache fuer diese unterschiedlichen Ergebnisse kann
hier nicht aufgedeckt werden. Es gibt jedoch einen Hinweis darauf, da3 den Kubatschen Rechnungen
generell Miftrauen entgegen gebracht werden muf3. Dies zeigt sich ndmlich an den monoton abfallen-
den Temperaturschichtungen in den duBlersten Bereichen seiner planparallelen Modelle (Abbildung
1 in Kubat 1997), wohingegen unsere Modelle ein hohes Temperaturplateau bis zum dufBeren Tie-
fenpunkt aufrechterhalten. Letzteres ist jedoch schon eine lange gesicherte Erkenntnis, die auch von
anderen Autoren gefunden wurde, sodall die Temperaturstruktur der Kubat-Modelle (und damit auch
deren Linienprofile) vermutlich durch numerische Artefakte mit Fehlern behaftet sind.
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Abbildung 10.1: Vergleich von Temperaturschichtung und Linienprofilen bei CSPN K1-27, planpar-
allel und sphirisch gerechnet mit Zeir = 100000 K, log g =6.5,M=0.52M, He/H=5
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Abbildung 10.2: Vergleich von Temperaturschichtung und Linienprofilen bei CSPN LoTr4, planpar-
allel und sphérisch gerechnet mit Zoir =120000K, log g =5.5,M=0.65Mg, He/H=2
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Abbildung 10.3: Vergleich des Kontinuumsflusses bei CSPN K1-27, planparallel und sphirisch ge-
rechnet mit T = 100000 K, log ¢ =6.5,M=0.52M;,He/H=5
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Abbildung 10.4: Vergleich des Kontinuumsflusses bei CSPN LoTr4, planparallel und sphirisch ge-
rechnet mit T =120000K, log ¢ =5.5,M=0.65M;,He/H=2
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Kapitel 11

Der unterleuchtkraftige O-Stern
BD+28°4211

11.1 Allgemeines

BD+28°4211 ist ein heiBler, wasserstoffreicher Unterzwerg (sdO) mit einer visuellen Helligkeit von
etwa 1075, der als Standard-Stern zur FluBkalibration von UV-Satelliten (IUE, HST) verwendet wird.

Napiwotzki (1993a) bestimmte seine Effektivtemperatur anhand der Hd-Linie zu 82000 K und
seine Oberflichenschwerebeschleunigung zu log g = 6.2. Hierbei zeigte sich, dal BD+284211 ein
ausgepragtes Balmerlinienproblem hat. Aus der Ho-Linie erhielt Napiwotzki eine Temperatur von
45000 K. Da BD+28°4211 als Kalibrationstern benutzt wird, stellt diese Unsicherheit in der Tempe-
raturbestimmung ein erhebliches Problem dar. Sein spektroskopisches Erscheinungsbild @hnelt dem
wasserstoffreicher Zentralsterne alter Planetarischer Nebel. Nach intensiver Suche entdeckten Zanin
& Weinberger (1997) vor kurzem eine sehr grofle, schwache Emissionsregion mit einem Winkeldurch-
messer von 5° und BD+28°4211 im Zentrum. Um entscheiden zu konnen, ob dies der zu BD+284211
gehorige Planetarische Nebel ist, sind allerdings noch mehr Beobachtungsdaten notwendig. Werner
(1996) hat gezeigt, daB3 bei BD+28°4211 das Balmerlinienproblem gelost werden kann, indem man in
den duBeren Schichten Kiihleffekte durch die Fliigel Stark-verbreiteter CNO-Linien beriicksichtigt.

Teil dieser Arbeit war der Versuch herauszufinden, inwieweit Sphirizititseffekte die bisher plan-
parallel gerechneten Modelle verdndern und ob unter Umstédnden Sphérizititseffekte bei der Behand-
lung des Balmerlinienproblems beriicksichtigt werden miissen.
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11.2 Ergebnisse der Modellrechnungen

Napiwotzki (1993b) folgend, wurde fiir die Berechnung der Modellatmosphiren eine Effektivtempe-
ratur von Toer =82 000 K, eine Oberflachenschwerebeschleunigung mit log g =6.2 sowie eine Masse
von M =0.53 Mg, gewidhlt. Desweitern wurde eine solare Heliumhéufigkeit und solare CNO-Haufig-
keiten angenommen.

Betrachtet man die in Abbildung 11.1 dargestellten Linienprofile, erkennt man, daf3 die Linien des
sphiarisch-symmetrischen Modells deutlich tiefer eingesenkt sind als diejenigen des planparallelen
Modells. Mit den Erkenntnissen aus Kapitel 9 14t sich folglich auf ein im planparallelen Modell im
Vergleich zum sphérischen Modell zu klein gewihltes log g schlieBen.

Beim Vergleich der planparallelen und sphirischen Modelle beziiglich der Temperaturschichtung
(Abbildung 11.2) zeigt sich, daB sich Sphérizititseffekte vor allem in den Entstehungstiefen der Bal-
merlinien bemerkbar machen, die in Abbildung 11.2 als horizontale Linien dargestellt sind. In den
duferen Schichten iiberwiegt die Kiihlung durch CNO-Elemente, wie durch den Vergleich der reinen
HHe-Modelle mit den HHeCNO-Modellen gut zu sehen ist. Auch erkennt man, daf3 durch die Zuga-
be von CNO-Elementen die Unterschiede zwischen dem planparallelen und dem sphérischen Modell
kleiner werden, die Spharizitatseffekte folglich etwas an Bedeutung verlieren.

Stellt man die Kontinuumsfliisse der planparallelen und sphirischen Modelle einander gegeniiber
(Abbildung 11.1), so sind diese anndhernd deckungsgleich, Abweichungen aufgrund von Sphériziits-
effekten sind so gut wie nicht festzustellen.

Insgesamt betrachtet, macht sich die Beriicksichtigung der Sphirizitiat der Atmosphére vor allem
in den Linienprofilen, etwas in der Temperaturschichtung und so gut wie gar nicht im Kontinuumsflu3
bemerkbar. Im Vergleich zu LoTr4 sind die beobachteten Effekte recht klein, was nicht iiberrascht,
besitzt BD+28°4211 doch laut Tabelle 9.2 nur eine Sphérizitit von 0.009 im Vergleich zu 0.035 bei
LoTr4.
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Abbildung 11.1: Links: Vergleich der Linienprofile fiir BD +28°4211. Rechts: Vergleich der Kontinu-
umsfliisse fiir BD +28°4211. Beides wurde fiir 7o =82 000 K und log g =6.2, und einer HHeCNO-
Atmosphire mit solaren Elementhédufigkeiten planparallel und sphirisch gerechnet
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Abbildung 11.2: Vergleich der Temperaturschichtung von BD +284211 bei einer Effektivtemperatur
von Teg =82 000 K und log g =6.2, planparallel und sphirisch gerechnet, mit einer HHe-Atmosphire
und einer HHeCNO-Atmosphédre mit jeweils solaren Elementhdufigkeiten. Kiithlung durch CNO-
Elemente tiberwiegt in den duBleren Atmosphirenschichten, Sphirizititseffekte treten vorwiegend in
mittleren Tiefen auf. Zusitzlich eingezeichnet sind als horizontale Balken die Entstehungstiefen der
Wasserstoff-Balmerlinien Ha bis HO sowie der O VI-Resonanzlinie.
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Kapitel 12

Der Zentralstern von NGC 7293

12.1 Allgemeines

NGC 7293 ist ein Planetarischer Nebel, der auch unter dem Namen Helix-Nebel bekannt ist. Sein

Abbildung 12.1: Der Planetarische Nebel NGC 7293 mit seinem deutlich erkennbaren Zentralstern

Zentralstern, dessen Effektivtemperatur mit 107 000 K (Napiwotzki, 1993b) angegeben wird, gehort
spektroskopisch zu den DAO-Zentralsternen. DAO-Sterne sind eine Unterklasse der DA-Sterne. Dies
sind weille Zwerge mit Wasserstoffatmosphiren, der Zusatz O bei den DAOs weist auf zusitzlich
nachgewiesenes Helium hin.

Auch bei CSPN NGC 7293 tritt das Balmerlinienproblem auf, im Gegensatz zu BD+28°4211 ist
es aber noch nicht gelungen, es zu 16sen. So ergibt sich aus der Nebelanalyse von Clegg & Walsh
(1989) eine Temperatur von Tegr =120 000 K, Napiwotzki (1993b) bestimmte aus der Hd-Linie eine
Temperatur von Teer =107 000 K. Beide Temperaturen sind hoher als die von Napiwotzki (1993b) aus
der Hy-Linie bestimmte Temperatur von Zig =84 000 K. Fiir die Oberflichenschwerebeschleunigung
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erhielt Napiwotzki (1993b) einen Wert von log g = 7.0.

12.2 Ergebnisse der Modellrechnungen

Napiwotzki (1993b) folgend, wurde fiir die Modellrechnungen eine Effektivtemperatur von
T = 107000 K sowie ein log g =7.0 und eine Masse von M =0.58 M, gewihlt. Desweitern wur-
de eine subsolare Heliumhiufigkeit von He/H =0.05 und solare CNO-Hiufigkeiten angenommen.

Vergleicht man die Linienprofile des planparallelen mit denen des sphérisch-symmetrischen Mo-
dells (Abbildung 12.2, oben), stellt man fest, dall die Balmerlinien Ha bis Hd sowie die He 14686-
Linie im sphirischen Modell tiefer eingesenkt sind, wenn auch nicht sehr stark. Vor allem bei H9 ist
der Effekt kaum mehr vorhanden.

Stellt man die beiden Modelle einem beobachteten Spektrum (Napiwotzki & Schonberner, 1995)
gegeniiber (Abbildung 12.2, unten), ergibt sich eine deutlich bessere Ubereinstimmung des sphiri-
schen Modells mit der Beobachtung, besonders in Ho und Hf3. Eine merkliche Diskrepanz besteht
allerdings beziiglich der Helium-Linie, was auf einen zu hohen Heliumanteil im Modell hindeutet.

Abbildung 12.3 zeigt die unterschiedlichen Temperaturschichtungen der planparallelen und
sphérisch-symmetrischen Modelle, hierbei wurden auch reine HHe-Modelle beriicksichtigt, um die
Kiihlungseffekte der CNO-Elemente herauszustellen. Diese Kiihlung tritt in erster Linie in den duf3e-
ren Schichten der Atmosphire auf und tibertrifft die Sphirizitatseffekte deutlich. In den Tiefen, in de-
nen die Balmerlinien entstehen, sie sind in Abbildung 12.3 als horizontale Balken eingezeichnet, sind
dagegen Sphirizititseffekte zu erkennen, die im Falle der HHeCNO-Modelle allerdings schwécher
sind als bei den reinen H He-Modellen. Dennoch liegen die Temperaturverldufe der sphirischen Mo-
delle erkennbar unter denen der planparallelen.

Betrachtet man die Kontinuumsfliisse der HHeCNO-Modelle (Abbildung 12.4), zeigt sich kaum
ein Unterschied. Der KontinuumsfluB des sphérischen Modells liegt unwesentlich unter demjenigen
des planparallelen Modells.

Insgesamt 146t sich sagen, dal bei NGC 7293 die Sphirizititseffekte, insbesondere beziiglich
Temperaturschichtung und Kontinuumsflu, nicht sehr ausgeprégt sind, was aufgrund seiner gerin-
gen Sphirizitdt von 0.005 (siehe Tabelle 9.2) auch nicht verwundert. Bei den Linienprofilen macht
sich die Beriicksichtigung der Sphirizitit der Atmosphire allerdings doch bemerkbar. Die Profile von
Ho und Hp geben die Beobachtung deutlich besser wieder, bei Hy und H9 sind die Linienkerne aber
etwas zu stark eingesenkt. Es muf} an dieser Stelle jedoch noch einmal betont werden, daf dieser
Profilvergleich noch mit einer verbesserten Verbreiterungstheorie durchgefiihrt weren muf3.
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Abbildung 12.2: Vergleich des Linienprofils von Ho-H und He 11 A4686A bei NGC 7293. Im obe-

ren Bild sind ein planparallel und ein sphirisch gerechnetes Modell einander gegeniibergestellt. In den
unteren Bildern werden die planparallel und sphérisch gerechneten Linienprofile von NGC 7293 mit
einem beobachteten Spektrum (Napiwotzki & Schonberner, 1995) verglichen. Die Modelle wurden
mit einer subsolaren Heliumhéufigkeit von He/H=0.05 und solaren CNO-Haufigkeiten, einer Effek-
tivtemperatur von Tege =107 000 K und log g =7.0 berechnet, die gerechneten Profile sind mit einem
GauBprofil mit FWHM=2A gefaltet, entsprechend der Auflosung des Spektrums.
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Abbildung 12.3: Vergleich der Temperaturschichtung von NGC 7293 bei einer Effektivtemperatur von
Terr =107 000 K und log g =7.0, planparallel und sphérisch gerechnet, mit einer HHe-Atmosphire mit
He/H=0.05 und einer HHeCNO-Atmosphire mit He/H=0.05 und solaren CNO-Haufigkeiten. Als
horizontale Balken eingezeichnet sind die Entstehungstiefen der Wasserstoff-Balmerlinien Ha bis H

sowie der O VI-Resonanzlinie.
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Abbildung 12.4: Vergleich der Kontinuumsfliisse von NGC 7293, planparallel und sphirisch gerechnet
bei einer Effektivtemperatur von Z¢sr =107 000 K und log g =7.0, mit einer HHeCNO-Atmosphire mit

He/H=0.05 und solaren CNO-H#ufigkeiten.



Kapitel 13

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Diplomarbeit wurde der Frage nachgegangen, inwieweit Spharizititseffekte bei der Berech-
nung von NLTE-Modellatmosphiren eine Rolle spielen und ob die Beriicksichtigung der Sphérizitit
ausgedehnter Sternatmosphiren das Balmerlinienproblem vermindert. Zuriickblickend auf die ver-
gangenen Kapitel ist es an der Zeit, zu versuchen eine Antwort auf diese Fragen zu geben.

Die qualitative Untersuchung des Modellgitters mit Wasserstoff-Helium-Atmosphédren hat ge-
zeigt, da} bei der Berechnung ausgedehnter Sternatmosphédren mit einem Programmcode, der auf
planparalleler Geometrie beruht, systematische Fehler bei der Bestimmung der Effektivtemperatur L
und der Schwerebeschleunigung g gemacht werden. Die GroB3e der Fehler konnte aus Zeitgriinden nur
an Einzelobjekten abgeschitzt werden, doch deutet sich an, daB3 vor allem log g mit den planparal-
lelen Modellen unterschitzt wird. Hierbei ist zu beachten, daf dies wiederum Auswirkungen auf die
Massenbestimmung hat. Man wiirde den Sternen mit planparallelen Modellen eine zu grofle Masse zu-
schreiben (bis zu 0.1 Mg)). Der Vergleich der Modelle bei 7 = 100 000 K hat zudem gezeigt, dal3 un-
ter Umstianden die mit planparallelen Modellen abgeleiteten Heliumhaufigkeiten zu gering sind. Diese
Erkenntnisse betreffen insbesondere Objekte mit den ausgedehntesten Atmosphiren, also Zentralster-
ne hoher Masse, die nahe dem Eddingtonlimit sind. Ein numerischer Test von quasi-planparallelen
Modellen schlieBt numerische Artefakte bei der Berechnung der sphérischen Modelle aus.

Ein direkter Vergleich der hier vorgelegten Ergebnisse mit denen von Kubat (1997) zeigt, dass
die Sphirizitatseffekte in unserem Fall deutlich stirker ausgeprigt sind. Die Ursache dafiir muf3 noch
aufgeklart werden. Aus diesem Grunde stehen die hier geschilderten quantitativen Unterschiede zwi-
schen sphirischen und planparallelen Modellen unter Vorbehalt der Aufklarung dieser Diskrepanzen.

Die Modelle fiir den sdO BD+28°4211 und und den Zentralstern von NGC 7293 haben gezeigt,
dafl in Kombination mit CNO-Elementen Sphirizititseffekte keine so grofle Rolle mehr spielen wie
bei reinen HHe-Atmosphiren, allerdings immer noch spiirbare Auswirkungen auf die Linienprofile
und Temperaturschichtungen haben, so daf} sie bei Sternen mit ausgedehnten Atmosphiren beriick-
sichtigt werden sollten, um ein moglichst realititsnahes Modell mit Beobachtungen vergleichen zu
konnen. Beim Zentralstern von NGC 7293 hat sich beispielsweise herausgestellt, da3 mit Hilfe des
sphirisch-symmetrischen Modells eine durchaus bessere Ubereinstimmung mit dem beobachteten
Spektrum erzielt werden kann als mit dem planparallelen Modell. Das Balmerlinienproblem wird
zwar dadurch nicht vollstindig gelost, aber in deutlichem Mal verringert.

Fiir die Zukunft ist geplant, den sphérisch-symmetrischen Programmcode auf eine Vielzahl von
Sternen, darunter auch PG1159-Sterne, anzuwenden, um so unter Umstinden Korrekturen beziiglich
ihrer Parameter 7o und log g vornehmen zu koénnen.
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Anhang A

Bestimmung der Sterngeometrie

Um eine ausgedehnte Sternatmosphire zu berechnen, ist es notwendig, zuerst ihre geometrische
Struktur zu bestimmen. Hierzu wird, ausgehend von einem Startmodell mit diskreten Tiefenpunk-
ten, fiir die Atmosphire eine Rosselandsche t-Skala aufgestellt und der zu gyss = % gehorige Tie-
fenpunkt bestimmt, im Normalfall durch Interpolation zwischen den beiden am nichsten liegenden
Tiefenpunkten. An diesem Punkt sind die Inputparameter log g und Zj realisiert, ansonsten sind
diese GroBen, wie mehrfach betont, tiefenabhiangig. Nun wird die Rosselandsche Skala in eine geo-
metrische Tiefenskala umgeformt und so die Dicke der Atmosphére und die geometrische Lage von
TRoss = % bestimmt (siche Abbildung A.1). Da man mit den Inputparametern log g und M auch den
Sternradius R bei Tgyg = % kennt!, 148t sich nun die gesamte radiale Struktur bestimmen.

t=2/3
1. | Rosselandsche T Skala
I
v
2. | geometrische Skala
3. vorgegebenes R , ,Andocken" des Sternradius
core Atmosphire an die Atmosphire
R

Abbildung A.1: Festlegung der Sterngeometrie in drei Schritten

Zu Beginn einer Modellrechnung Andert sich die Geometrie aufgrund der Anderung der Opa-
zititen oft recht deutlich, nach einigen Iterationen bleibt sie dann aber weitgehend konstant und es
genliigt, sie zusammen mit den Eddingtonfaktoren nach einer vorgegebenen Anzahl von Iterationen
aufzufrischen.

Um einen anschaulichen Eindruck von der Ausdehnung der Atmosphéren zu bekommen, wurden
in Abbildung A.2 am Beispiel des 140 000 K heilen Modellgittersterns die Kernradien und maxima-
len Sternradien fiir die drei verschiedenen log g-Werte gezeichnet. Aus Platzgriinden wurde dabei der
gesamte Stern um einen Faktor 10° herunterskaliert. Man sieht sehr schon, daB die Atmosphire oft-
mals nur einen Bruchteil des gesamten Sternradius ausmacht. Dies hat Auswirkungen auf die Wahl der

M

lesgilt g =G z2» wobei G die Gravitationskonstante ist
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Anzahl der core-rays und non-core-rays. Die Zahl der non-core-rays betrigt, aus Erfahrung mit dem
planparallelen Programmcode, neunzig. Um den Kernbereich nun ebenfalls sinnvoll abzudecken, ist
eine mindestens dhnlich hohe Anzahl an core-rays notig. Bei den berechneten Modellen wurden des-
halb zusitzlich zu den neunzig non-core-rays jeweils hundert core-rays berechnet, um eine sinnvolle
Winkelintegration entlang der Radiusschalen zu erzielen. Bei dem berechneten quasiplanparallelen
Modell mit tausend Sonnenmassen ist es sogar erforderlich, die Anzahl der core-rays auf tausend zu
erhohen.

log g=6.16 logg=5.96 log g=5.76

Abbildung A.2: Schematische Darstellung der GroBenverhéltnisse am Beispiel eines Modellsterns mit
Teer =140 000 K und unterschiedlichen log g-Werten. Der innere Kreis stellt den Radius des stellaren
Kerns dar, der duflere Kreis den oberen Rand der Atmosphire. Die Groenverhiéltnisse sind in etwa
im MaBstab 1 : 10° wiedergegeben.



Anhang B

Diskretisierung der ray-by-ray- und
Momentengleichungen

2.1 Diskretisierung der ray-by-ray-Gleichung

Nach Einfiihren der Feautriervariablen u und v lautet die ray-by-ray-Transportgleichung (der iiber-
sichtlicheren Schreibweise wegen werden Frequenz- und Winkelindizes hier fortgelassen)

d’u
ﬁ =u-—=_.

Diese Gleichung wird nun durch eine Differenzengleichung genihert, indem die Zwischenpunkte

1 1 . - .. . . .
Tl = 5(Tig1+7;) und T, L= 5 (Ti—1 +7;) eingefiihrt werden, so daB fiir die ersten Ableitungen gilt
du(‘c) - Ujr1 — U
dt Tit1 — T
Tit1/2
und
du(‘c) - U — Ui
dt - Ti —Ti—1
Ti-1/2

und fiir die zweite Ableitung an der Stelle T; dann folgt

@| _ d_u|
 dtlTit1)2 dt 1Ti-1)2

Tit1/2 —Ti-1)2

#u
dt?

d  du(t)

:%( dt

Ti Ti

Setzt man nun die ersten Ableitungen ein, so erhdlt man bei 7 die genédherte Differenzengleichung

Wipl—Ui _ Ui—Ui]
Tit+1—Ti T—Ti-1 __
TelTu WU _ g,

Ui —
l %(Ti-&-l —Ti_1)

Durch geschicktes Zusammenfassen der Terme ergibt sich dann eine Differenzengleichung der Form

—Ajuti—1 + Biutj — Cittip1 = §;
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wobei

A = (1(11' —Tim1)(Tig1 —Ti—l)) R

2
| -1
¢ = (E(Ti-&-l = i) (Tit1 — Ti-1 )>

undi=2,....N—1.

Um eine dullere beziehungsweise innere Randbedingung zweiter Ordung zu erhalten, wird eine
Taylorentwicklung von u(t) um T; beziehungsweise um ty durchgefiihrt.
Fiir die duBere Randbedingung ergibt sich dann

1 ,d*u
~ Ty —T))— (Tt —7T1) —
U = up+ (T l)d'c +2(2 1) s
T] T]
Hierbei ergibt sich 24 aus der Randbedingung erster Ordnung, 44 = y 1, und ﬁg’ aus der Differential-
g dat gung g dt dt
gleichung % =u; — 3.

Dies 148t sich nun schreiben als
Biuy —Ciup = 8y

wobei fiir die Koeffizienten gilt

Bl = 142(1—1) '+2(tp—7) 2
Cc, = 2(‘[72—‘[31)72.

Bei der Bestimmung der inneren Randbedingung muf3 zwischen core-rays und non-core-rays un-
terschieden werden. Ansonsten ist das Vorgehen identisch und es ergibt sich

—ANuN,1 +BNI/£N = S}kv,

wobei fiir core-rays gilt

AN = 2(‘CN—‘CN_1)_2
By = 1+2(‘CN—‘UN_1)_1+2(‘CN—‘UN_1)_2
S;/ = SN+2(‘CN—‘UN_1)]+
und fiir non-core-rays
AN = Z(TN—‘UN_1)_2
By = 1+2(‘CN—‘CN_1)_2

S}kv = SN-
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2.2 Diskretisierung der Momentengleichung

Ausgehend von den nullten und ersten Momentengleichungen 14t sich die kombinierte Momenten-
gleichung bestimmen:

d, 1 d, - on s
S (— g o)) = K0S, —
dr(q\,lQ dr(%/fv v)) v(Sv =)
Um sie zu diskretisieren, ndhert man sie, analog zur ray-by-ray-Gleichung, durch eine Differenzen-
gleichung zu den Zwischenpunkten 7, 1= %(I‘,;H +r;)undr;_ 1= %(ri, | +r;). Man erhilt dann eine

Gleichung der Form
~AJi 1+ BJ; — CiJip =KV,

wobel
A = qi—1fi-1
term
c = Git1[i+1
term,
B, = K?+ qifi + qifi
term; termp
sowie
1
term; = g(Ki+Ki—1)(Qi+Qi—l)(ri—l_ri)(ri—l_ri+1)
1
termy = g(Ki+Ki+1)(Qi+Qi+l)(ri_ri+1)(ri—1_’”i—H)'

Randbedingungen zweiter Ordnung erhilt man durch Taylorentwicklung von ¢/ um r; und ry.
Fiir die duBere Randbedingung ergibt sich dann in diskretisierter Form

Bi1Jy —Cir =Wy,

wobei fiir die Koeffizienten gilt

0 2(11h1'<{+ 243 fix]

Bl == Kl +
term, termy xterm;
1
Cc = 2q192 >K;
| = —=== 1
term xterm,
W1 = K?Sl

mit :
term; = Z(th + 1)(x] +x3)(r1 —12).

k¥ ist wieder die Opazitit ohne Thomsonstreuanteil, k' ist die Opazitit mit Thomsonstreuanteil.



78 B: Diskretisierung der ray-by-ray- und Momentengleichungen

Fiir die innere Randbedingung ergibt sich dann
—AnJy_1+ByJy =Wy
mit den Koeffizienten

ZqN QN—ququ}v

N =
termy * termy
1 2 1
BN _ KO _ ZthNKN ZquNKN
N termy termy % termy
~ 2 NKl H+
Wy = &Sy ZINENT
termy

und

1
termpy = Z(QN +agn-1)(Ky +Kn_1)(rN —TN—1).



Anhang C

Neue Steuerkarten fiir das
Modellatmospharenprogramm PRO2

SPHERICAL
Umschalten von planparalleler auf sphirische Geometrie

STARMASS=X
Angabe der Sternmasse X in Einheiten der Sonnenmasse

REFRESH EDDIES AND GEOMETRY I
Angabe, wie hdufig Geometrie und Eddingtonfaktoren neu berechnet werden, wobei I jede Ite
ALI-Iteration bedeutet

ITERATIONS OF FORMAL SOLUTION
Angabe, wie oft die formale Losung durchlaufen werden soll, bevor die statistischen Gleichungen
gelost werden

RELAXED TEMP-CORRECTIONTI J
Schalter, um die Temperaturkorrektur ab der J. Iteration nur noch jede I. Iteration durchzufiihren

KNOWN RADIATIONFIELD
Bekanntes Strahlungsfeld aus file RADFIELD einlesen

KNOWN EDDIES
Bekannte Eddingtonfaktoren aus file EDDIES einlesen

KNOWN GEOMETRY
Bekanntes R, aus file GEOMETRY einlesen

CONSTANT GEOMETRY 1
Schalter, um von der I. Iteration an die Geometrie fest zu halten

Eine Einfiihrung in die Benutzung des Programms PRO2 wird in Werner et al. (1999) gegeben.
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